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sq  variable interna tipo tensión de las fibras paralelas al 
vector r, definida la superfi-
cie S. 
fr
SDsq )(  variable interna tipo tensión de las fibras paralelas al 
vector r, definida en S y para 
el instante de discontinuidad 
fuerte. 
fs
sq  variable interna tipo tensión de las fibras paralelas al 
vector s, definida la superfi-
cie S. 
fs
SDsq )(  variable interna tipo tensión de las fibras paralelas al 
vector s, definida en S y para 
el instante de discontinuidad 
fuerte. 
mq  variable interna tipo tensión 
del modelo de daño de la 
matriz. 
mQ  tensor de localización elásti-
co de la matriz. 
m
sq  variable interna tipo tensión de la matriz en S. 
m
SDsq )(  variable interna tipo tensión de la matriz en S y para el 
instante de discontinuidad 
fuerte 
m
tgQ  tensor de localización de la matriz. 
tgQ  tensor de localización del 
material compuesto 
r vector unitario paralelo al eje 
longitudinal del primer grupo 
de fibras. 
mr  variable interna tipo defor-
mación del modelo de daño 
de la matriz. 
m
Sr  
variable interna tipo defor-
mación de la matriz en S.  
yx rr ,  
componentes del vector r en 
la base xy. 
s vector unitario paralelo al eje 
longitudinal del segundo 
grupo de fibras. se considera 
que s en perpendicular a r. 
S superficie de discontinuidad 
en el interior del sólido. 
yx ss ,  
componentes del vector s en 
la base xy. 
xi 
t* vector de tracciones preescri-
tas en el sólido. 
S\Ωt  vector de tracciones del ma-
terial compuesto en Ω\S. 
Bt  paso de carga en el cual se produce la bifurcación mate-
rial o instante de bifurcación. 
St  vector de tracciones del ma-terial compuesto en S. 
u  desplazamiento en un punto 
de material compuesto. 
u&  tasa de desplazamiento en un 
punto de material compuesto. 
u&  parte continua de la tasa de 
desplazamiento en un punto 
de material compuesto. 
V fuerza cortante en la barra 
producida por la acción pa-
sador. 
frV  volumen de las fibras parale-
las al vector r. 
fsV  volumen de las fibras parale-
las al vector s. 
mV  volumen de matriz en un 
punto material. 
V  volumen total del material 
compuesto. 
yV  fuerza cortante de fluencia en la barra asociada con la ac-
ción pasador. 
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Resumen 
En este trabajo se desarrolla, implementa y valida una formulación bidimensional que 
describe el proceso de fractura en el hormigón armado, utilizando la metodología de 
discontinuidades fuertes de continuo (Oliver 1996a) para reproducir la formación de 
fisuras y la teoría de mezclas (Truesdell & Toupin 1960) para definir el modelo consti-
tutivo de material compuesto. 
El material compuesto está conformado por uno o dos grupos de fibras largas orto-
gonales que representan al acero de refuerzo, embebidas en una matriz que define al 
hormigón en masa.   A su vez, cada material componente está representado mediante un 
modelo constitutivo particular: el hormigón, con un modelo de daño de tracción y com-
presión diferenciado (Oliver, Cervera et al. 1990) y el acero, con un modelo de plastici-
dad unidimensional (Simó & Hughes 1998).    Además se incluyen los fenómenos de 
acción pasador (Park & Paulay 1975) y de pérdida de adherencia entre hormigón y ace-
ro, descritos por modelos adicionales.   La aparición y propagación de fisuras, entendida 
como un proceso de localización de la deformación, se describe por medio de la meto-
dología de discontinuidades fuertes de continuo.   Asimismo, se propone un análisis de 
bifurcación del material compuesto, como criterio para establecer el instante y la direc-
ción de propagación de las fisuras. 
El modelo ha sido implementado en un programa de análisis bidimensional con ele-
mentos finitos, considerando no linealidad material y deformaciones infinitesimales.   El 
uso del esquema de integración del modelo constitutivo implícito-explicito (Oliver, 
Huespe et al. 2004b; Oliver, Huespe et al. 2006), garantiza el carácter positivo definido 
de la matriz de rigidez algorítmica del problema, aumentando sustancialmente la robus-
tez y estabilidad de la solución.   Por otro lado, se logra la coincidencia de la trayectoria 
de la discontinuidad entre los elementos mediante un algoritmo de trazado de las líneas 
de discontinuidad (Samaniego 2002; Oliver & Huespe 2004a). 
De acuerdo con la formulación propuesta, en cada punto del sólido se describen los 
campos de deformación y de tensión del material compuesto tipo hormigón armado, lo 
cual ofrece las siguientes ventajas.   Primero, facilita la implementación en el método de 
los elementos finitos, dado que permanecen muchos de los ingredientes del procedi-
miento numérico convencional.   Y segundo, permite el análisis del problema en la es-
cala macroscópica, con lo cual se elude la discretización de cada material componente y 
de sus efectos de interacción, evitando así un alto coste computacional. 
 xiv 
El modelo puede reproducir dos estados diferentes de fisuración en el hormigón ar-
mado.   Inicialmente, en una etapa estable de fisuración distribuida, varias fisuras man-
tienen una separación y apertura constante, proporcionada por la capacidad del refuerzo 
y la adherencia en la interfaz.   A continuación, en la etapa de fisuración localizada, se 
impone una o pocas fisuras mientras decae la capacidad de estructural. 
Los resultados de la simulación numérica de piezas de hormigón armado sometidas 
a tracción, flexión y cortante, se compararon con la respuesta estructural y la distribu-
ción de fisuras documentadas en algunos ensayos experimentales (Leonhardt 1965; Co-
llins, Vecchio et al. 1985; Ouyang & Shah 1994; Ruiz, Elices et al. 1998).   La correla-
ción obtenida entre los resultados numéricos utilizando la formulación propuesta y los 
resultados reales es cualitativa y cuantitativamente satisfactoria. 
Capítulo 1                                                                                                                                                                
Introducción 
1.1. Motivación 
La masiva utilización del hormigón armado en la construcción de obras civiles hace que 
su comportamiento sea tema permanente de estudio, tanto en el campo experimental 
como en la simulación numérica. 
La integración de un material cuasi-frágil, como el hormigón, con otro dúctil como 
el acero, ofrece una respuesta estructural compleja principalmente durante el proceso de 
fractura.   La rigidez, la capacidad de carga y la formación fisuras dependen de las pro-
piedades mecánicas de los dos materiales y de los efectos de interacción entre ambos.    
Para representar el comportamiento del hormigón armado durante el proceso de frac-
tura es necesaria una técnica capaz de capturar la formación y propagación de fisuras en 
todos los puntos del sólido, a partir de las propiedades particulares del hormigón en ma-
sa y del acero.   Diferentes aproximaciones permiten alcanzar esta meta. 
En algunos casos se puede modelar a un nivel de escala suficientemente pequeño o 
mesoscópico, de tal modo que cada punto material del dominio de análisis responde 
solo a uno de los materiales constituyentes.   La desventaja de esta técnica está en el alto 
coste computacional.   La formulación propuesta en este trabajo pretende reducir tal 
costo, utilizando un modelo macroscópico homogenizado, donde un punto material 
puede representar el comportamiento del compuesto tipo hormigón armado, a través de 
un modelo que contenga las leyes constitutivas de cada material componente y de sus 
efectos de interacción. 
El fenómeno de localización de la deformación, producto de la aparición de una fi-
sura, se puede representar en la mecánica del medio continuo, enriqueciendo la cinemá-
tica convencional, de manera que describa el salto producido en el campo de las defor-
maciones. 
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Figura 1.1. Simulación numérica de muros de cortante de hormigón armado. 
 
 
Figura 1.2. Simulación numérica de vigas de hormigón armado. 
 
Si el modelo constitutivo del material compuesto considera que el campo de defor-
maciones de los materiales que lo conforman es común, la cinemática preparada para 
capturar discontinuidades en materiales simples se puede aplicar de igual manera en el 
material compuesto.   Lo anterior constituye una ventaja importante aprovechada por la 
formulación que aquí se presenta. 
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La implementación de la formulación en el método de los elementos finitos permiti-
rá la simulación numérica en dos dimensiones de estructuras de hormigón armado en 
general. 
1.1.1. Aplicación del modelo 
El modelo propuesto describe el proceso de fractura en sólidos de material compuesto 
tipo hormigón armado, incluyendo resultados tan importantes como la respuesta estruc-
tural o la formación y propagación de las fisuras. 
En vigas de gran altura y en muros o paneles a cortante, es común que el acero de re-
fuerzo esté distribuido en toda la estructura como se muestra en la Figura 1.1.   La for-
mulación permite simular estos problemas como un medio homogéneo de material 
compuesto, donde todo punto contiene un porcentaje de hormigón y  otro de acero. 
En el caso de estructuras reforzadas en zonas específicas, como la viga ilustrada en 
la Figura 1.2, se considera un conjunto de puntos de hormigón en masa en la porción 
superior del elemento y otro grupo de puntos de material compuesto tipo hormigón ar-
mado en la zona reforzada. 
1.1.2. Modelo unidimensional de material compuesto 
Como parte de la motivación al problema, se presenta a continuación el modelo consti-
tutivo de un material compuesto, suponiendo un comportamiento exclusivamente axial 
de la matriz y de las fibras, y admitiendo una condición de adherencia perfecta entre 
ambos componentes. 
Un punto de material compuesto conformado por una fracción de volumen mk  de 
matriz y fk  de fibra, está sometido a tracción como se indica en la Figura 1.3(a).   De 
las condiciones de compatibilidad y del equilibrio de fuerzas en el compuesto, se esta-
blece una deformación igual a fm εεε ==  y una tensión correspondiente a 
ffmm kk σσσ += , donde  mε  y fε  son las deformaciones en la matriz y en la fibra, 
mientras que mσ  y fσ  determinan la tensión en cada material componente.   Asimis-
mo, la tasa de deformación y de tensión del compuesto es igual a: 
fm εεε &&& ==   (1.1) 
ffmm kk σσσ &&& +=   (1.2) 
Las ecuaciones anteriores representan el caso especial de la teoría o regla de mez-
clas  (Truesdell & Toupin 1960) aplicada en una dimensión.  
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El comportamiento de la matriz se puede representar con un modelo de daño unidi-
mensional (Figura 1.3(b)), cuyos ingredientes se resumen en el siguiente cuadro (Oliver, 
Huespe et al. 2002), siendo mE  el módulo de Young, mσ  la tensión efectiva, mH  el 
parámetro de endurecimiento/ablandamiento, mr  y mq  las variables internas tipo de-
formación y tensión. 
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Cuadro 1.1.   Ingredientes de un modelo de daño isótropo escalar. 
 
A partir de las expresiones anteriores se puede establecer la ecuación constitutiva 
tangente de la matriz como: 
mm
tg
m E εσ && =  donde 



=
inelásticacarga
escargaelástico/drégimen 
mm
m
m
tg HE
E
E  (1.9) 
 
Por otro lado, el comportamiento de las fibras se representa con un modelo de plas-
ticidad unidimensional (Figura 1.3(c)), definido por las siguientes expresiones (Simó & 
Hughes 1998): 
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Cuadro 1.2.   Ingredientes de un modelo de plasticidad unidimensional que describe el 
comportamiento axial de la fibra 
 
 
Figura 1.3. Modelo unidimensional de material compuesto: (a) representación de un punto 
material, (b) curva tensión-deformación de la matriz, (c) curva tensión-deformación de la 
fibra, (d) distribución de las tasas de desplazamiento y deformación en una barra sometida a 
tracción. 
 
En la fibra, fE  es el módulo de Young, fpε  corresponde a la deformación plástica, 
fH  es el parámetro de endurecimiento/ablandamiento, fq  y fα  son las variables in-
ternas tipo tensión y deformación.   La ecuación constitutiva tangente obtenida a partir 
de las expresiones anteriores es igual a:  
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ff
tg
f E εσ && =  siendo 



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+
=
inelásticacarga
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ff
ff
f
f
tg
HE
HE
E
E  (1.16) 
Sustituyendo las Ecuaciones (1.9) y (1.16) en la Expresión (1.2), y reemplazando las 
deformaciones de cada componente de acuerdo con la Ecuación (1.1), se obtiene la 
ecuación constitutiva del compuesto, 
εσ && tgE=  (1.17) 
cuyo operador constitutivo tangente es igual a: 
f
tg
fm
tg
m
tg EkEkE +=  (1.18) 
La deformación común entre los componentes indicada en la Ecuación (1.1), permite 
establecer la cinemática del problema de forma macroscópica sin discriminar entre ma-
triz y fibra. 
De acuerdo con la metodología de discontinuidades fuertes de continuo (Oliver 
1996a), la presencia de una discontinuidad S que divide al medio continuo en los domi-
nios +x  y −x  (Figura 1.3(d)), se describe como un salto de la tasa de desplazamientos 
−+ −=
ss xx
uuu &&& ]][[  y en consecuencia surge una singularidad en la tasa de deformaciones.   
Esta última se puede dividir en una parte regular (acotada) ε&  y otra singular (no acota-
da) ]][[ uS &δ , como: 
]][[ uS &&& δεε +=   (1.19) 
donde Sδ  es la función delta de Dirac en la superficie de discontinuidad S. 
Además se establece como condición de compatibilidad interna de tracciones en una 
dimensión que 0]][[ =−=
−+
ss xx
σσσ &&& .   Sustituyendo las Ecuaciones (1.18) y (1.19) en 
la expresión anterior, se obtiene que: 
0]][[ =uEtg &   (1.20) 
Por lo tanto, cuando 0]][[ ≠u& , debe cumplirse que 0=tgE  para la misma condición 
de carga inelástica.   Se puede demostrar que valores negativos de tgE  producen la bi-
furcación material considerando carga inelástica en la discontinuidad y descarga elástica 
fuera de ella (Runesson, Ottosen et al. 1991).   De acuerdo a lo anterior, la condición 
necesaria para que ocurra la bifurcación a partir de la formación de una discontinuidad 
en el campo de la deformación es: 
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0≤tgE   (1.21) 
Se observa que los parámetros de cada material componente y su participación vo-
lumétrica determinan la aparición de discontinuidades sobre el material compuesto en 
una escala macroscópica. 
La condición de bifurcación del material compuesto para los diferentes comporta-
mientos de la matriz y de la fibra es la siguiente: 
• Durante el régimen elástico de la matriz y de la fibra, la condición de bifurca-
ción establece que 0≤+ ffmm EkEk , lo cual no puede ocurrir debido al carác-
ter positivo de los módulos elásticos y los coeficientes de participación. 
• Cuando comienza el daño en la matriz y la fibra aún está en régimen elástico, la 
condición de bifurcación 0≤+ ffmmm EkHEk  depende del parámetro de 
ablandamiento de la matriz mH , sin embargo, es común que la cuantía del acero 
mantenga el carácter positivo de tgE . 
• En un estado de daño en la matriz y plasticidad en el acero, la localización de la 
deformación se produce cuando 0))(( ≤++ fffffmmm HEHEkHEk .   Tal 
condición se cumple fácilmente, más aún, si el acero presenta plasticidad perfec-
ta  )0( =fH . 
1.2. Comportamiento mecánico del hormigón ar-
mado 
1.2.1. Respuesta estructural y fisuración del hormigón armado 
El proceso de fractura en el hormigón armado durante el incremento de las cargas, reve-
la diferentes etapas relacionadas directamente con la formación de fisuras.  A continua-
ción se recopilan las tendencias típicas de los ensayos de vigas con poco refuerzo y de 
probetas sometidas a tracción, dados en (Ruiz, Elices et al. 1998) y en (Ouyang, Woll-
rab et al. 1997), respectivamente.   En el primero, el refuerzo se presenta solamente a lo 
largo de la banda cercana a la tracción máxima de la viga, en cambio, en el segundo 
ensayo, las barras se distribuyen en toda la sección transversal de la probeta. 
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En vigas de hormigón ligeramente reforzadas, la curva que relaciona la carga aplica-
da con el desplazamiento en la mitad de la luz indicada en la Figura 1.4(a), muestra la 
siguiente tendencia (Ruiz & Planas 1994; Ruiz, Elices et al. 1998): 
• Etapa no fisurada.   Describe el comportamiento elástico de hormigón y se desa-
rrolla durante el tramo OL de la curva. 
• Etapa de inicio de la fisuración.   Después del régimen elástico de ambos mate-
riales, comienza la rotura del recubrimiento mientras aumenta la carga hasta al-
canzar el valor pico M.    
• Etapa de propagación de la fisura en el hormigón.   A partir del instante anterior 
decae la curva debido a la propagación de una sola fisura en la mitad de la viga.   
El valor mínimo N al cual llega la carga depende de la cantidad de refuerzo y del 
nivel de adherencia hormigón-acero. 
• Etapa elástica del refuerzo.   A medida que la tensión en el hormigón tiende a 
cero, el aporte del acero de refuerzo a la respuesta estructural de la viga es más 
notorio.  La capacidad elástica de las barras incrementa la rigidez de la pieza 
hasta el límite de fluencia del acero en el instante P. 
• Etapa plástica del refuerzo.   La  posición de la rama de plastificación del acero 
depende de la cuantía del refuerzo, mientras que su tendencia decreciente es de-
bida al ablandamiento del hormigón fisurado.   Este tramo tiende a una asíntota 
horizontal (si el acero no endurece por deformación), que se alcanza cuando la 
fisura está completamente abierta. 
En probetas de hormigón armado con refuerzo homogéneo sometidas a tracción co-
mo las presentadas en (Beeby & Narayanan 1995; Ouyang, Wollrab et al. 1997), la rela-
ción carga-desplazamiento en el extremo de la pieza (Figura 1.4(b)), describe las si-
guientes etapas: 
• Etapa sin fisuración.   Durante los primeros incrementos de carga, cuando el 
hormigón aún no se ha fisurado, el comportamiento de ambos materiales es elás-
tico y por lo tanto la curva carga-desplazamiento es lineal. 
• Etapa de formación de fisuras.   La primera fisura se forma cuando se alcanza la 
resistencia de la sección transversal debilitada, produciendo una redistribución 
local de las tensiones.   La rigidez de la probeta decae gradualmente con la apa-
rición de cada fisura adicional.   Durante esta etapa, la rigidez del hormigón ar-
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mado es menor que la rigidez propia de las barras de acero, incluso, podría ser 
negativa tal como ocurre en probetas con muy poco refuerzo. 
• Etapa de fisuración homogénea.   La formación de nuevas fisuras está limitada 
por la capacidad de transferencia de tensiones entre refuerzo y hormigón.   
Cuando la probeta llega a esta condición de saturación de fisuras, el incremento 
en la carga produce mayor apertura de las fisuras existentes sin la aparición de 
fisuras adicionales.   Para desplazamientos mayores, la contribución del hormi-
gón fisurado es mínima comparada con el aporte dado por el refuerzo, de ahí que 
la respuesta estructural del hormigón armado tienda a la curva del acero elástico. 
Este ensayo considera que el refuerzo permanece en régimen elástico, por lo tanto, 
no se observa el comportamiento estructural después de alcanzado el límite de fluencia 
del acero. 
 
 
Figura 1.4.   Esquema de la respuesta estructural típica en hormigón armado: (a) en vigas con 
poco refuerzo (Ruiz, Elices et al. 1998), (b) en probetas con refuerzo homogéneo sometidas a 
tracción (Ouyang, Wollrab et al. 1997). 
 
1.2.2. Pérdida de adherencia hormigón – acero 
La adherencia entre el hormigón y el acero está determinada principalmente por la fric-
ción entre ambos materiales, la cual depende de las características geométricas de la 
superficie de las barras de refuerzo, por ejemplo, las varillas corrugadas proporcionan 
una alta capacidad de adherencia debido a la trabazón entre los resaltos del refuerzo y el 
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hormigón circundante.   Para niveles de carga bajos, la adhesión química entre hormi-
gón y acero también contribuye a la adherencia (Park & Paulay 1975). 
La pérdida de adherencia está relacionada con diferentes mecanismos como el aplas-
tamiento del hormigón en frente de cada resalto, la aparición de fisuras horizontales en 
los extremos y la presencia de fisuras transversales secundarias.   De los tres, el meca-
nismo más importante que induce la pérdida de adherencia es la formación de fisuras 
secundarias, las cuales se producen en la vecindad de una fisura primaria (Figura 
1.5(a)), y se propagan de forma radial desde cada uno de los resaltos de la barra corru-
gada.   La Figura 1.5(b) muestra la trayectoria de las fisuras primarias y secundarias 
obtenidas experimentalmente por Goto y Otsuka (1979). 
 
 
Figura 1.5. Trayectoria de las fisuras primarias y secundarias: (a) esquema, (b) resultado 
experimental en (Goto & Otsuka 1979). 
 
Este fenómeno ha sido estudiado a través de diferentes tipos de ensayos como los 
presentados en (Eligehausen, Popov et al. 1983; Gambarova, Rosati et al. 1989; Malvar 
1992), de los cuales se obtiene una relación característica entre la tensión de adherencia 
media y el deslizamiento entre hormigón y acero.   De igual manera, algunos ensayos de 
arrancamiento proporcionan una curva entre la carga aplicada y el deslizamiento en el 
extremo de una barra embebida en el hormigón, como se indica en (Naaman, Namur et 
al. 1991; Ruiz, Elices et al. 1998). 
1.2.3. Acción pasador 
En una pieza de hormigón armado donde las fisuras se abren principalmente en modo II 
de fallo por cortante, parte de la fuerza de corte es resistida por el trabazón interno entre 
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las partículas de agregado del hormigón.   Sin embargo, el aporte más importante a la 
capacidad a cortante lo dan las barras de acero que cruzan las caras de una fisura (Park 
& Paulay 1975).   Este fenómeno conocido como acción pasador, se produce por un 
mecanismo de flexión de las barras en la luz libre dejada por la apertura de la fisura o 
por corte directo en la sección transversal del acero de refuerzo que atraviesa la misma 
(Figura 1.6). 
 
 
Figura 1.6. Esquema del efecto de la acción pasador sobre una pieza de hormigón armado 
fisurado en modo II. 
 
Algunos autores (Kollegger & Mehlhorn 1990; Belletti, Cerioni et al. 2001; Pie-
truszczak & Winnicki 2003), han incluido la acción pasador en sus modelos numéricos, 
como un aporte adicional de las barras al comportamiento global del hormigón armado. 
1.3. Algunas aproximaciones a la mecánica de la 
fractura para materiales homogéneos 
El proceso de fractura en un material homogéneo como el hormigón se puede describir 
mediante un modelo de fisura cohesiva, en la cual toda la zona de fisuración es concen-
trada en una superficie caracterizada por una ley de tracción-salto del desplazamiento, o 
por un modelo de fisura distribuida, donde la deformación inelástica en la zona de pro-
ceso de fractura está difundida sobre una banda de ancho definido (Bazant & Planas 
1998).   Otros modelos como la metodología de discontinuidad fuerte establece un vín-
culo entre las formulaciones continuas y discretas.   A continuación se indican breve-
mente estos modelos. 
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1.3.1. Modelos de fisura cohesiva 
Los modelos de fisura cohesiva1 inicialmente formulados por Dugdale (1960) y Baren-
blatt (1962), describen el proceso de fractura introduciendo fuerzas cohesivas entre las 
caras de la una fisura preexistente, considerando la disipación de energía asociada al 
fenómeno de propagación de la fisura.   Basado en este modelo, Hillerborg y otros 
(Hillerborg, Modeer et al. 1976; Hillerborg 1985) desarrollaron el denominado modelo 
de fisura ficticia, en cual, la fisura cohesiva se puede formar y propagar en cualquier 
lugar, sin necesidad de la existencia de una fisura previa. 
En este tipo de aproximaciones, después de cumplido el criterio de fallo se impone 
una línea de discontinuidad controlada por una relación tracción-apertura que describe 
la naturaleza cohesiva de la fisura. 
La implementación del modelo de fisura cohesiva en el método de los elementos fi-
nitos, se puede realizar de diferentes maneras.   Una forma consiste en imponer las caras 
de la fisura como parte del contorno del elemento finito y obtener las fuerzas cohesivas 
por medio de condiciones de borde mixtas no-lineales o utilizando elementos de interfaz 
que conecten los nudos a ambos lados de la fisura (Carol, Prat et al. 1992; Carol & Prat 
1997; Carol, López et al. 2001), lo cual requiere un proceso de remallado salvo en los 
casos donde se conoce previamente su trayectoria (Ortiz & Quigley 1991).   Otra forma 
considera, que la discontinuidad cruza el elemento, como se ilustra en los trabajos 
(Ortiz, Leroy et al. 1987; Dvorking, Cuitino et al. 1990) y recientemente en 
(Belytschko, Moes et al. 2001; Sancho, Planas et al. 2007). 
1.3.2. Modelos de fisura distribuida 
Los modelos de fisura distribuida2 representan el proceso de fractura difuminado en una 
región.   Rashid (1968; Sancho, Planas et al. 2007) considera infinitas fisuras paralelas 
de apertura infinitamente pequeña distribuidas en todo el dominio del elemento finito.   
Esto se puede modelar convenientemente reduciendo la rigidez y la resistencia en la 
dirección normal a la fisura después de alcanzada la tensión pico del material.   La evo-
lución del proceso de fractura implica deformaciones inelásticas por ablandamiento, es 
decir,  reducción de la tensión post-pico mientras aumenta la deformación. 
Los modelos de fisura distribuida mostraron inicialmente ciertas dificultades, como 
la inestabilidad por localización y la sensibilidad al tamaño y orientación de los elemen-
tos finitos.       
El problema de inestabilidad material provocada por la localización de la deforma-
ción por ablandamiento en una región arbitrariamente pequeña, ha sido resuelto a través 
                                                 
1
 Cohesive crack models 
2
 Smeared crack models. 
Un modelo del fallo material del hormigón armado, mediante la CSDA y la teoría de mezclas                   13
 
discontinuidad débil
u
xε
x
(a)
discontinuidad fuerte
u
xε
x
(b)
del modelo de banda de fisuración3 propuesto en (Bazant 1976) y ampliamente desarro-
llado en (Bazant & Cedolin 1983; Bazant & Oh 1983).  Este modelo proporciona una 
relación constitutiva con ablandamiento asociada a un ancho específico de la banda de 
fisuración, el cual es tratado como una propiedad material. 
De acuerdo con la evolución de la dirección de la fisura distribuida adoptada en el 
algoritmo de cálculo se han desarrollado dos aproximaciones diferentes.  El modelo de 
dirección fija de fisura4 supone que la fisura permanece fija en la dirección dada por el 
estado inicial de fisuración durante la evolución de la deformación (Cervenka 1985).   
En cambio, el modelo de fisura rotante5, permite que la dirección de las fisuras evolu-
cione siguiendo el cambio en la dirección de la deformación principal máxima, conser-
vando además,  la misma dirección principal entre los estados de tensión y deformación 
durante el proceso de carga (Gupta & Akbar 1984).   Esta última aproximación es mas 
apropiada en problemas donde se espera la formación de una nueva familia de fisuras de 
orientación diferente (Vecchio 2000; Pietruszczak & Winnicki 2003). 
1.3.3. Metodología de discontinuidad fuerte 
Se entiende como discontinuidad fuerte al salto en el campo del desplazamiento des-
arrollado sobre una superficie material del sólido.   En contraste, la discontinuidad débil 
está definida como el salto en el campo de las deformaciones que preserva la continui-
dad del campo de los desplazamientos, sobre una zona o banda del sólido.   Por lo tanto, 
los modelos de fisura cohesiva exhiben una discontinuidad fuerte, mientras que los mo-
delos de fisura distribuida presentan una discontinuidad débil (Figura 1.7). 
 
 
Figura 1.7. Distribución del desplazamiento axial y de la deformación en una barra sometida a 
tracción: (a) modelo de fisura cohesiva, (b) modelo de banda de fisuración. 
                                                 
3
 Band crack models. 
4
 Fixed crack models. 
5
 Rotating crack models. 
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Las fuerzas de interacción entre las caras de la fisura para la simulación numérica de 
las discontinuidades fuertes se pueden clasificar en discretas y continuas.   Las metodo-
logías discretas suponen una relación entre el vector de tracción y el salto del despla-
zamiento que caracteriza el comportamiento cohesivo en la discontinuidad, mientras 
que se utiliza una ecuación constitutiva regular tensión-deformación (generalmente elás-
tica), para la parte continua del cuerpo.   En cambio, las metodologías continuas consi-
deran al sólido por completo en el contexto de la mecánica del continuo, de tal forma 
que, el concepto de deformación no solo está definido en la parte continua del cuerpo, 
sino también en la discontinuidad, permitiendo aplicar ecuaciones constitutivas conven-
cionales en cualquier punto del sólido (Oliver 1996a). 
Esta última metodología se denomina metodología de discontinuidades fuertes de 
continuo (CSDA)6 (Oliver 1996a), la cual establece la existencia de un salto en el campo 
de desplazamientos a través de la superficie de fallo, capaz de generar valores no acota-
dos (en sentido distribucional) en el campo de las deformaciones.  
En el modelo numérico se utilizan elementos finitos que puedan capturar dichos sal-
tos agregando modos enriquecidos de deformación (Simó & Rifai 1990), los cuales es-
tán controlados por grados de libertad adicionales.   Estos elementos especiales equipa-
dos en su interior con discontinuidades del desplazamiento se denominan elementos 
finitos con discontinuidades embebidas (Ortiz 1987; Larsson, Runnesson et al. 1993; 
Simó, Oliver et al. 1993; de Borst 2001).   Adicionalmente, cada elemento finito tiene 
soporte elemental de la discontinuidad o enriquecimiento elemental, permitiendo la 
condensación a nivel del elemento de los grados de libertad relacionados con el salto. 
El concepto de análisis de discontinuidad fuerte introducido en (Simó, Oliver et al. 
1993), es utilizado como puente entre las aproximaciones continuas y discretas.   Su 
objetivo es identificar, en un contexto independiente del método de simulación numéri-
ca, las características cualitativas esenciales que hacen a la ecuación constitutiva con-
vencional consistente con la aparición de la discontinuidad fuerte.   En particular, el 
análisis proporciona una ecuación constitutiva discreta, es decir, una relación tensión 
versus salto del desplazamiento entre las caras de la discontinuidad, que es consistente 
con la ecuación constitutiva continua escogida. 
Durante el proceso de fractura se pueden distinguir, en el mismo punto material, tres 
etapas sucesivas presentadas en la Figura 1.8.   Asimismo, para un paso de carga t, es 
posible observar cada fase en diferentes puntos, como lo muestra la Figura 1.9.   La 
primera, denominada zona de fallo difuso, exhibe una concentración de la deformación 
sin mostrar una discontinuidad aparente.   A continuación, la zona de discontinuidad 
débil muestra un campo de deformación discontinuo acotado en una banda definida, 
manteniendo continuo el campo de desplazamientos.   Finalmente, la zona de disconti-
                                                 
6
 (CSDA) Continuum Strong Discontinuity Approach. 
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nuidad fuerte presenta un salto del desplazamiento apreciable y por tanto, un campo de 
deformación no acotado en una banda de ancho cero (Oliver & Huespe 2004a). 
 
 
Figura 1.8. Evolución de la banda de fisuración en la metodología de discontinuidad fuerte. 
 
 
Figura 1.9. Zonas de proceso de fractura. 
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1.4. Simulación del fallo material del hormigón 
armado 
Diferentes autores han desarrollado metodologías de cálculo que permiten predecir el 
comportamiento del hormigón armado considerando la presencia del hormigón y del 
acero de refuerzo, y de los efectos de interacción entre ellos. 
Además de modelar elementos estructurales, es de gran interés la simulación de en-
sayos que describan la pérdida de adherencia entre el acero y el hormigón circundante, 
siendo uno de los mecanismos de fallo material más importantes. 
En algunas aproximaciones se presentan modelos analíticos aplicables a casos parti-
culares como por ejemplo: vigas con poco refuerzo o paneles sometidos a cortante puro.   
Para problemas más generales, se utilizan formulaciones considerando el comporta-
miento no lineal dado por las leyes constitutivas de cada material. 
1.4.1. Escalas de análisis del hormigón armado 
El hormigón armado se puede modelar numéricamente en una de las tres escalas de aná-
lisis que se indica a continuación (Cox & Hermann 1998): 
• En la escala de resalto (Figura 1.10(a)), se realiza una discretización explicita 
del corrugado de las barras.   Una de las dificultades de esta escala se presenta 
porque su tamaño puede ser mucho menor que el elemento de volumen represen-
tativo (RVE) 7 del hormigón y en consecuencia la hipótesis del hormigón como 
material homogéneo se pierde. 
• En una escala intermedia, denominada escala de barra o mesos-escala8 (Figura 
1.10(b)), la interacción mecánica de los resaltos se hace homogénea, idealizando 
el fenómeno de adherencia a una capa de elementos finitos adyacente a la barra.  
• En la escala de estructura o macro-escala (Figura 1.10(c)), cada punto material 
es una unidad estructural compuesta por hormigón, acero e interfaz.   Es típico 
en esta escala que el refuerzo tenga comportamiento unidimensional y que la ley 
                                                 
7
 (RVE) Representative Volume Element.  El elemento de volumen representativo corresponde a la 
región mínima donde un material se puede definir como homogéneo. 
8
 En el contexto de la micromecánica existen diferentes interpretaciones de los términos meso-escala 
y macro-escala.   En este trabajo se han utilizado tales términos, para distinguir entre la simulación en la 
escala de barra y de estructura. 
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de adherencia esté definida por un modelo caracterizado por los ensayos de 
arrancamiento. 
 
Figura 1.10. Escalas de análisis del hormigón armado (Cox & Hermann 1998): (a) escala de 
resalto, (b) escala de barra y (c) escala de estructura. 
 
1.4.2. Modelos analíticos del material hormigón armado 
Una forma de estudiar el comportamiento de vigas ligeramente reforzadas, donde la 
trayectoria de la única fisura se conoce a priori, es mediante modelos analíticos.  Dos 
ejemplos de ello se observan los trabajos de (Ruiz 2001) y (Carpinteri, Ferro et al. 
2003). 
En (Ruiz 2001) se analiza la propagación de la fisura cohesiva en vigas de hormigón 
con poca armadura, donde el comportamiento estructural está controlado principalmente 
por una fisura por flexión en la sección central.   El refuerzo se representa mediante una 
barra de deslizamiento libre, anclada a ambas caras de la fisura y separadas a una dis-
tancia denominada longitud efectiva de deslizamiento.   Esta longitud se obtiene hacien-
do que la barra de deslizamiento libre sea mecánicamente equivalente al verdadero re-
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fuerzo adherido.   Este modelo es capaz de reproducir aproximadamente resultados ex-
perimentales (Ruiz, Elices et al. 1998) teniendo en cuenta la influencia del tamaño, la 
cantidad de refuerzo y las variaciones en la adherencia. 
En (Carpinteri, Ferro et al. 2003) se desarrolla una formulación adimensional con los 
modelos de fisura cohesiva (Bazant & Planas 1998) y de fisura vinculada, con el fin de 
reproducir el comportamiento a flexión de elementos de hormigón armado.   La no-
linealidad de la matriz se modela considerando la contribución de fuerzas cercanas a las 
caras de la fisura que aumentan la resistencia a la fractura de la sección transversal.   La 
particularidad de estos modelos consiste en la imposición de las condiciones de equili-
brio y compatibilidad en el elemento fisurado.  
Los trabajos de (Vecchio & Collins 1986) presentan un modelo analítico que predice 
la respuesta estructural en paneles rectangulares de hormigón armado sometidos a ten-
sión cortante y normal contenidas en su plano.   Las ecuaciones constitutivas y las con-
diciones de  equilibrio y compatibilidad están definidas en términos de tensiones y de-
formaciones medias; sin embargo, considera una condición adicional entre las tensiones 
locales sobre la fisura.    El modelo supone adhesión total entre el hormigón y el acero, 
y distribución uniforme de las barras de refuerzo sobre toda la pieza.   El comportamien-
to del hormigón se representa mediante un modelo de fisura distribuida, considerando 
dirección variable de la fisura  y despreciando la historia de carga.   La dirección de las 
fisuras es ortogonal a la deformación principal mayor y la separación entre ellas se esta-
blece a priori mediante expresiones empíricas. 
En (Ouyang, Wollrab et al. 1997) se obtiene la curva carga-desplazamiento de pane-
les de hormigón armado sometidos a tracción, mediante un modelo analítico basado en 
la energía de fractura del hormigón con múltiples fisuras y teniendo en cuenta los efec-
tos del deslizamiento entre hormigón y acero.   Para predecir el comportamiento durante 
el proceso de fisuración se establece el balance entre la energía de deformación, de des-
pegue y de deslizamiento en la interfaz.  
1.4.3. Modelos de pérdida de adherencia hormigón – acero 
El efecto del deslizamiento entre las barras de acero y el hormigón circundante ha sido 
modelado numéricamente, tanto en la escala de resalto, como en la escala de barra.   A 
continuación se indican algunos de estos trabajos. 
En (Ingraffea, Gerstle et al. 1984) se modela numéricamente el fenómeno de desli-
zamiento de una barra de acero embebida en una matriz de hormigón, considerando que 
el mecanismo de pérdida de adherencia se basa en la propagación de fisuras secundarias 
radiales.  Esta aproximación establece una ley tensión-deslizamiento de los elementos 
de interfaz mediante la simulación de un ensayo de arrancamiento.   Además, utiliza un 
modelo de fisura ficticia (Hillerborg, Modeer et al. 1976) predefiniendo la trayectoria de 
las fisuras.   Durante el proceso de remallado asociado con el cambio en la fisura, se 
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insertan elementos de interfaz dentro de la misma para modelar el efecto causado por el 
deslizamiento acero-hormigón. 
Los trabajos realizados por Reinhardt y otros (1984) modelan una capa de hormigón 
alrededor de la superficie con resaltos de la barra de refuerzo, utilizando un modelo de 
plasticidad con ablandamiento a tracción y el criterio de fallo de Mohr-Coulomb.   Fue-
ra de esta capa considera un comportamiento elástico del hormigón. 
En (Cox & Hermann 1998; Cox & Herrmann 1999) se ha desarrollado y validado un 
modelo de plasticidad no asociado para describir la adherencia entre los resaltos de la 
barras de acero corrugado y el hormigón adyacente.   Ese modelo relaciona el promedio 
del deslizamiento local y de la dilatación radial con el promedio de la tensión cortante 
de adherencia.   En él definen una longitud característica asociada con la forma de los 
resaltos de las barras, que ayuda a cuantificar la interacción acero-hormigón.   Final-
mente, el modelo calibrado reproduce aceptablemente los resultados experimentales 
presentados en (Eligehausen, Popov et al. 1983). 
1.4.4. Simulación numérica del material hormigón armado 
La simulación numérica de estructuras de hormigón armado se puede realizar en la es-
cala de la barra (meso-escala) discretizando por separado cada uno de los materiales o 
en la escala de estructura (macro-escala) considerando un modelo constitutivo del mate-
rial compuesto.   En los siguientes apartados se resumen algunas de las formulaciones 
desarrolladas en los últimos años.  
1.4.4.1. Modelado a nivel de la meso-escala (escala de barra) 
El análisis en la meso-escala puede describir con precisión la topología del problema 
dado que cada una de las barras de refuerzo y sus respectivos elementos de interfaz son 
discretizados de forma independiente.   Este tipo de análisis suele ser costoso, princi-
palmente en problemas con materiales reforzados por muchos grupos de fibras orienta-
das en varias direcciones. 
Una manera clásica pero aún vigente de abordar el problema, consiste en discretizar 
el hormigón con elementos finitos bi o tri-dimensionales, el acero con barras de armadu-
ra unidimensional y la interfaz como un elemento especial que compatibilice los despla-
zamientos de los nudos comunes de los elementos de hormigón y acero.   Para represen-
tar el proceso de fractura algunas aproximaciones utilizan un modelo de fisura distribui-
da (Kwak & Filippou 1997; Chen & Baker 2003; Chong, Gilbert et al. 2004), en cambio 
otras emplean modelos de fisura discreta cohesiva (Yu & Ruiz 2004; Yu & Ruiz 2005; 
Ruiz, Carmona et al. 2006). 
En el análisis matricial de estructuras conformadas por barras, algunos modelos con-
sideran un elemento finito tipo viga, constituido por un grupo de filamentos de hormi-
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gón y de acero dispuestos a largo del elemento (Buckle & Jackson 1981; Lin 1997; Marí 
2000).   Esto permite definir con precisión la geometría y la ubicación del refuerzo en la 
sección transversal del elemento.   La rigidez a la flexión alrededor del eje de referencia 
se obtiene de la suma de la contribución axial de cada uno de los filamentos de hormi-
gón y de acero. 
1.4.4.2. Modelado a nivel de la macro-escala (escala de estructura) 
En la macro-escala se pueden utilizar elementos finitos cuyo modelo constitutivo des-
cribe el comportamiento en conjunto del material compuesto conformado por hormigón 
y una cuantía específica de acero, considerando además el posible deslizamiento entre 
ambos. 
Los trabajos de Vecchio y otros (Vecchio 2000; Vecchio 2001; Vecchio, Lai et al. 
2001) muestran la implementación en el método de los elementos finitos del modelo 
constitutivo descrito en (Vecchio & Collins 1986), proporcionando un tratamiento ade-
cuado de la tensión cortante en la superficie de fisura y permitiendo la reorientación de 
la deformación y de la tensión principal mayor.  
La formulación presentada en (Belletti, Cerioni et al. 2001; Belletti, Bernardi et al. 
2003) considera un comportamiento del hormigón armado elástico lineal antes de la 
fisuración y un comportamiento ortótropo después de ella, donde las fisuras tienen una 
dirección fija y se distribuyen uniformemente con una separación constante evaluada 
con métodos basados en la longitud de transmisión de fuerzas en la interfaz (CEB-FIB 
2000).   La cinemática del problema está definida por el desplazamiento relativo normal 
y tangencial entre los labios de la fisura, y la deformación en el hormigón normal a la 
orientación de la misma.  Las condiciones de equilibrio incluyen algunos fenómenos 
como: la acción pasador, el trabazón de los agregados y el ablandamiento del hormigón 
por compresión.  
En (Feenstra & de Borst 1995) se considera que la tensión total del hormigón arma-
do es la suma de las contribuciones individuales del hormigón en masa, el acero de re-
fuerzo y de los efectos de interacción entre ambos.  El comportamiento del hormigón en 
masa esta definido por un modelo de fisura distribuida controlado por la energía de frac-
tura.   Este modelo supone que en presencia del refuerzo, la energía de fractura se distri-
buye en un área tributaria dada por la separación media entre fisuras según el (CEB-FIB 
1990). 
El modelo constitutivo presentado en (Pietruszczak & Winnicki 2003) describe el 
comportamiento del hormigón y dos grupos de fibras ortogonales, durante los modos de 
fisuración homogénea y localizada.   Este último se determina mediante una aproxima-
ción similar al modelo de discontinuidades embebidas presentado en (Pietruszczak & 
Xu 1995), empleando una ley tracción-salto propia para cada material constituyente.   
La formulación considera que la tensión y la deformación media del hormigón armado 
están definidas por la integración sobre un volumen representativo, como lo indica la 
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método del campo promedio (Hill 1963).   Además, el inicio y dirección de la localiza-
ción están regulados por el criterio de fractura a tensión y por la dirección ortogonal a la 
tensión principal mayor en la matriz, respectivamente. 
La formulación descrita en (Car 2000; Oller 2003) presenta un modelo constitutivo 
general de material compuesto, considerando grandes deformaciones y efectos del des-
lizamiento entre fibras y matriz, el cual se aplica, en uno de sus ejemplos, al hormigón 
armado.   De forma similar, en el trabajo (Luccioni, Lopez et al. 2005) se propone un 
modelo de material compuesto constituido por una matriz de hormigón y un grupo de 
fibras largas de acero basado en la teoría de mezclas (Truesdell & Toupin 1960).   Allí, 
el efecto de pérdida de adherencia entre fibra y matriz se presenta como una deforma-
ción inelástica adicional en el modelo constitutivo de la fibra, determinada de acuerdo al 
modelo de la interfaz hormigón – acero propuesto por Cox y Hermann (1998). 
Los modelos presentados en este apartado describen adecuadamente el comporta-
miento del hormigón armado, sin embargo, muestran las siguientes limitaciones: 
• Prescinden de un algoritmo que describa la trayectoria de las fisuras indepen-
dientemente de la orientación de la malla de elementos finitos. 
• Iniciado el proceso de fractura, pierden el contexto de la mecánica del medio 
continuo, necesitando, en consecuencia, relaciones adicionales ad hoc que defi-
nan el comportamiento mecánico entre las caras de una fisura. 
• A diferencia del análisis de bifurcación material, los criterios utilizados para es-
tablecer la formación de una fisura, son independientes explícitamente de la 
condición de existencia del salto en el desplazamiento. 
• En algunos casos (Feenstra & de Borst 1995; Vecchio 2000; Belletti, Cerioni et 
al. 2001; Vecchio 2001; Vecchio, Lai et al. 2001; Belletti, Bernardi et al. 2003) 
se considera un estado de fisuración distribuida a partir del régimen inelástico 
del hormigón, en el cual, las fisuras mantienen una separación constante evalua-
da de forma analítica.   En consecuencia, la formación de una macro-fisura loca-
lizada en el material compuesto no puede ser capturada. 
• El modelo presentado en (Pietruszczak & Winnicki 2003), describe por comple-
to el proceso de fractura del hormigón armado mediante un modelo discreto, 
considerando una cinemática enriquecida que contempla la presencia disconti-
nuidades en el medio.   Sin embargo, a diferencia de los modelos continuos, re-
quiere explícitamente relaciones tracción-salto, tanto de la matriz, como de las 
fibras.  Además, establece el inicio y la dirección de la fisuración en función de 
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las propiedades de la matriz exclusivamente, despreciando la influencia de la ca-
pacidad, cantidad y dirección del refuerzo. 
1.5. El hormigón armado descrito como un mate-
rial compuesto 
Muchos materiales utilizados en la industria y la construcción, así como la mayoría de 
los observados en la naturaleza, están constituidos a su vez por un grupo de materiales 
componentes, esta característica los define como materiales compuestos.   Este apartado 
describe brevemente una de las metodologías que permite representar el modelo consti-
tutivo de un material compuesto tipo hormigón armado. 
1.5.1. Definición del material compuesto 
En general, se denomina material compuesto a aquél que está constituido por dos o más 
componentes distinguibles en la escala de estudio.   Cada uno de estos componentes 
tiene orientación material y propiedades mecánicas particulares, asimismo, podría ser un 
material compuesto en una escala menor. 
Los materiales compuestos se pueden clasificar de diferentes maneras, una de ellas 
es según el tipo y forma de sus componentes, como (Vasiliev & Morozov 2001): 
• Materiales llenados.   Se conforman por una matriz cuyas propiedades mecáni-
cas son mejoradas con la inclusión de un porcentaje de partículas (Figura 
1.11(a)).  Pueden ser tratados como materiales homogéneos e isótropos, cuyas 
propiedades están gobernadas principalmente por la matriz, a pesar que hayan 
sido modificadas por las partículas. 
•  Materiales reforzados.   Se constituyen por fibras cortas o largas distribuidas 
uniformemente en la matriz y orientadas de forma específica o aleatoria (Figura 
1.11(b)-(c)).   Normalmente, las fibras ofrecen niveles de rigidez y resistencia 
muy superiores a los presentados por la matriz.   Se consideran fibras largas 
aquellas que de forma continua alcanzan el contorno del material compuesto, las 
cuales están orientadas en direcciones específicas.   En cambio, las fibras cortas 
son pequeños segmentos totalmente embebidos en la matriz, distribuidos co-
múnmente de forma aleatoria en el interior de compuesto. 
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El hormigón armado es un material compuesto conformado por uno o varios grupos 
de fibras largas de acero embebidas en una matriz de hormigón en masa (Figura 
1.11(c)), la cual a su vez, está constituida por agregados gruesos y mortero. 
En general y tal como se realiza en este trabajo, se puede considerar al hormigón 
como un material homogéneo, sin embargo, algunos modelos micro-mecánicos descri-
ben su comportamiento mediante un elemento de volumen representativo, conformado 
por una matriz de mortero y un grupo de partículas de agregado en su interior (Carol, 
López et al. 2001). 
 
 
Figura 1.11. Clasificación de los materiales compuestos: (a) materiales llenados, (b) materia-
les reforzados con fibras cortas y (c) materiales reforzados con fibras largas.  
 
1.5.2. Análisis del material compuesto como un problema en 
varias escalas 
En muchos casos, el comportamiento del compuesto en cada punto material se describe 
a partir de la respuesta mecánica de sus materiales constituyentes, lo cual requiere dos 
escalas de análisis diferentes.  Una de ellas, presentada en el interior de un punto mate-
rial, describe la acción todos los componentes y obtiene como resultado el campo de las 
tensiones y de las deformaciones del material compuesto.   La otra, representa la res-
puesta mecánica en el dominio del sólido, de acuerdo con las condiciones de contorno y 
el modelo constitutivo del material establecido en la escala anterior. 
El estudio del compuesto en la escala del punto material se puede realizar de dife-
rentes maneras.   Una forma global o macroscópica, solo considera la participación vo-
lumétrica de las fibras o partículas incluidas en la matriz, despreciando su geometría.   
En cambio, una forma local o microscópica, representa una porción típica de material 
compuesto denominada elemento de volumen representativo, que describe su estructura 
interna dada por la geometría de los materiales componentes (Sanchez-Palencia & 
Zaoui 1987).   En esta escala las metodologías de solución pueden ser analíticas, como 
(a) (b) (c)
matrizmatriz
fibras cortas fibras largaspartículas
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el método del campo promedio o la teoría mezclas, en cuyo caso se presenta una forma 
global de análisis, o también pueden ser procedimientos numéricos donde se resuelve 
un elemento de volumen representativo de forma local con el método de los elementos 
finitos. 
 
 
Figura 1.12. Escalas de análisis del material compuesto. 
 
1.5.3. Teoría de mezclas 
Una forma de representar el comportamiento de un punto de material compuesto a partir 
de los modelos constitutivos de sus materiales componentes es mediante la teoría o re-
gla de mezclas (Truesdell & Toupin 1960), la cual se basa en las siguientes hipótesis: 
• En cada volumen infinitesimal de material compuesto participa el conjunto de 
los materiales constituyentes. 
• Cada componente aporta al comportamiento del material compuesto en propor-
ción con su participación volumétrica. 
• El volumen ocupado por cada componente es menor que el volumen total del 
compuesto. 
• Todos los materiales componentes tienen la misma deformación (ecuación de 
compatibilidad). 
De acuerdo a las dos primeras hipótesis, existe una distribución homogénea de todas 
las sustancias en cada punto del compuesto, determinada por el coeficiente de participa-
ción volumétrica ck , expresado como: 
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siendo Vd  y cdV  el volumen infinitesimal de material compuesto y de la componente 
c, respectivamente. 
La última hipótesis establece que la ecuación de compatibilidad de deformaciones 
sea de la forma: 
cnc
εεεεε ====== ......
)2()1(
 
(1.23) 
donde ε y cnε  representan a la deformación del material compuesto y del n-ésimo 
componente. 
 
 
Figura 1.13. Teoría de mezclas representada como un modelo reológico en paralelo. 
 
También considera que la energía libre de un material compuesto está dada por la 
suma de las energías libres de cada uno de los materiales componentes, ponderadas de 
acuerdo a su volumen de participación en el compuesto.   De acuerdo a lo anterior y 
aplicando el método de Coleman a la desigualdad de Clausius-Duhem (Lubliner 1990), 
como se muestra en las referencias (Oller, Oñate et al. 1996; Car 2000; Luccioni & Lo-
pez 2002; Oller 2003) y en el Anexo B, se obtiene el tensor de tensiones del material 
compuesto como: 
∑
=
=
cn
c
ccck
1
),( αεσσ  (1.24) 
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donde ),( cc αεσ  es el tensor de tensiones calculado de la ecuación constitutiva de la 
componente c, expresada en términos de la deformación común ε y las variables inter-
nas cα . 
Se observa que cada componente puede tener una ley de comportamiento particular 
expresada en función de sus variables internas y de la deformación del compuesto.  Por 
ejemplo, en el hormigón armado, la matriz de hormigón en masa se puede representar 
con un modelo de daño isótropo y las fibras a través de un modelo de plasticidad. 
En una dimensión, la teoría de mezclas se puede presentar como un modelo reológi-
co de cn componentes en paralelo que aportan tensión al compuesto de acuerdo con su 
coeficiente de participación volumétrica (Figura 1.13). 
1.5.4. Modelo de fibra con diámetro despreciable 
En (Dvorak & Bahei-el-Din 1982) se desarrolla un modelo constitutivo para materiales 
reforzados por fibras largas cilíndricas, cuyo diámetro se considera despreciable a pesar 
que su volumen represente una fracción finita del compuesto.   Esta aproximación se 
conoce como modelo de fibra con diámetro despreciable9. 
La anterior hipótesis implica que la fibra no interactúa con las demás componentes 
de deformación de la matriz y que la carga en la dirección de la fibra se reparte entre 
ambos materiales.   Por lo tanto, en la dirección axial de la fibra la deformación de los 
dos materiales es común y la tensión del compuesto corresponde a la suma ponderada 
de las tensiones de matriz y fibra.   En las demás componentes, la deformación del com-
puesto es igual a la suma ponderada de las deformaciones de los materiales, mientras 
que las tensiones de matriz y fibra son las mismas. 
  
 
Figura 1.14. Modelo de fibra con diámetro despreciable. Estado tensorial en un elemento 
diferencial de material compuesto.  
                                                 
9
 Vanishing fiber diameter model 
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En consecuencia, el modelo establece que en un plano rs (Figura 1.14), las condi-
ciones de equilibrio y compatibilidad entre la matriz y un grupo de fibras orientadas en 
la dirección r, son: 
f
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1.5.5. Método del campo promedio10 
Este método permite obtener los valores macroscópicos de los campos de tensión y de-
formación, a partir de los valores promedio de dichos campos en la escala microscópica 
(Hill 1967).   Dado un volumen representativo V, los valores macroscópicos de la ten-
sión y la deformación son iguales a: 
dV
V
dV
V VV ∫∫ == εεσσ
ˆ
1
;ˆ
1
 (1.27) 
donde σˆ  y εˆ , corresponden a los valores microscópicos de la tensión y la deformación, 
respectivamente. 
Considerando que la matriz y las fibras mantienen tensiones y deformaciones cons-
tantes en el volumen representativo de un material reforzado, la tensión del compuesto 
σ  es igual a la suma ponderada de las tensiones de cada componente.   Asimismo, la 
deformación media ε  corresponde a la suma ponderada de las deformaciones de matriz 
y refuerzo.   Esto conlleva a las siguientes condiciones (Hill 1963): 
ffmmffmm kkkk εεεσσσ +=+= ;  (1.28) 
donde los factores de participación volumétrica fm kk , , los tensores de tensión fm σσ ,  y 
de deformación fm εε , , están asociados a la matriz y al refuerzo, respectivamente. 
La Ecuación (1.28) presenta de forma general la tensión y la deformación en el ma-
terial compuesto.   Aplicando algunas restricciones adicionales de equilibrio o de com-
patibilidad se pueden obtener las condiciones dadas en el modelo de fibra con diámetro 
despreciable o incluso en la teoría de mezclas. 
                                                 
10
 Mean field methods. 
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1.5.6. Deslizamiento fibra - matriz 
La deformación común de los componentes en la teoría de mezclas limita el modelo a 
materiales con componentes perfectamente adheridos.   En materiales reforzados con 
fibras largas, una estrategia que permite mantener una deformación común, consideran-
do al mismo tiempo el deslizamiento entre fibra y matriz, consiste en modificar el mo-
delo constitutivo de la fibra (Car 2000; Oller 2003).   Como producto del despegue apa-
rece una diferencia entre la deformación de la matriz y de las fibras que se puede indicar 
como una deformación por deslizamiento en la interfaz.   En (Luccioni & Lopez 2002) 
esta deformación se introduce a la ecuación constitutiva de las fibras y se describe me-
diante el modelo elasto-plástico desarrollado para hormigón armado en (Cox & Her-
mann 1998). 
1.6. Objetivos 
Este trabajo tiene como principal objetivo desarrollar, implementar y validar un modelo 
numérico basado en la metodología de discontinuidades fuertes de continuo y la teoría 
de mezclas, que describa el proceso de fractura del hormigón armado representado co-
mo un material compuesto.  
Este propósito se puede desglosar en los objetivos específicos presentados a conti-
nuación. 
• Revisar el estado del conocimiento acerca de las metodologías de simulación 
numérica del fallo material en estructuras de hormigón armado.  
• Desarrollar un modelo constitutivo de material compuesto de acuerdo a la teoría 
de mezclas que represente el comportamiento del hormigón armado a partir de 
leyes constitutivas particulares para el hormigón, el acero y los efectos de inter-
acción entre ambos. 
• Incorporar al modelo de material compuesto los ingredientes de la metodología 
de discontinuidades fuertes de continuo que permitan capturar la formación y 
propagación de fisuras durante el proceso de fractura. 
• Implementar tal formulación en el contexto del método de los elementos finitos 
para problemas estáticos bidimensionales. 
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• Validar la formulación propuesta mediante la simulación numérica y la compa-
ración de resultados con algunos ensayos experimentales. 
1.7. Modelo adoptado 
El modelo adoptado en este trabajo describe el proceso de fractura en estructuras de 
hormigón armado durante su comportamiento elástico e inelástico, tanto en estados de 
fisuración distribuida, como localizada.   En (Oliver, Huespe et al. 2004b; Linero, Oli-
ver et al. 2005; Oliver, Huespe et al. 2005b; Oliver, Huespe et al. 2005c; Oliver, Huespe 
et al. 2005d; Linero, Oliver et al. 2006) se presentan algunos de los trabajos prelimina-
res que han conducido a esta formulación. 
Las características generales del modelo de fallo material son las siguientes: 
• El hormigón armado se representa como el material compuesto resultante de la 
aplicación de la teoría de mezclas (Truesdell & Toupin 1960), conformado por 
una matriz de hormigón y dos grupos de fibras largas de acero perpendiculares 
entre sí. 
• La regla de mezclas permite que cada material componente al igual que los efec-
tos de interacción, tengan su propio modelo constitutivo.   La formulación con-
sidera el comportamiento bidimensional del hormigón y axial de las fibras, co-
mo también, los fenómenos de pérdida de adherencia hormigón – acero y de la 
denominada acción pasador (Park & Paulay 1975). 
• El hormigón en masa se representa mediante un modelo de daño continuo esca-
lar isótropo, cuyo criterio de daño está determinado por una norma de deforma-
ciones y limitado por la resistencia a tracción y a compresión (Oliver, Cervera et 
al. 1990). 
• El comportamiento axial del acero se describe a través de un modelo de plastici-
dad unidimensional (Simó & Hughes 1998), particular para cada grupo de barras 
paralelas entre sí. 
• El efecto de pérdida de adherencia se presenta como la relación entre la tensión 
axial de la fibra y una deformación ficticia producida por el desplazamiento rela-
tivo entre hormigón y acero, la cual, sumada con la deformación de la fibra co-
rresponde a la deformación común (compartida con la matriz).   Las propiedades 
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de este modelo se caracterizan por medio de algunos resultados de ensayos de 
arrancamiento. 
• La acción pasador se representa como una relación constitutiva entre tensión 
cortante y deformación angular, determinada por la rigidez y capacidad a flexión 
o a cortante de las barras de acero entre las caras de una fisura. 
• La aparición y propagación de fisuras, entendida como un proceso de localiza-
ción de la deformación del material compuesto, se captura mediante un modelo 
de discontinuidades embebidas, específicamente la metodología de discontinui-
dades fuertes de continuo (Oliver 1996b; Oliver 1996a; Oliver 2000; Oliver, 
Huespe et al. 2003; Oliver & Huespe 2004a; Huespe, Oliver et al. 2006; Oliver, 
Huespe et al. 2006). 
• El inicio de la inestabilidad material y la dirección de propagación de las fisuras 
se determina mediante el análisis de bifurcación del material compuesto. 
• El método de integración implícito-explícito (Oliver, Huespe et al. 2004a; Oli-
ver, Huespe et al. 2006) se utiliza en los modelos constitutivos de daño y plasti-
cidad de los materiales componentes. 
• La simulación numérica del problema se realiza en la macro-escala a través de 
un análisis no lineal bidimensional considerando deformaciones infinitesimales 
y cargas estáticas.   La fuente de no linealidad es proporcionada por los modelos 
constitutivos de los materiales componentes. 
1.8. Contenido 
En el capítulo 2 se describe la formulación del modelo de material compuesto y su im-
plementación en el método de los elementos finitos.   En particular, se definen los mo-
delos constitutivos de cada componente y del compuesto tipo hormigón armado, segui-
do de la metodología de discontinuidades fuertes de continuo y el análisis de bifurca-
ción aplicados a materiales compuestos,  terminando con la presentación de las matrices 
características del elemento finito y el algoritmo de cálculo. 
A continuación, el capítulo 3 muestra la respuesta obtenida de la simulación numéri-
ca de algunos ensayos de probetas de hormigón armado sometidas a tracción, flexión y 
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cortante, y su comparación con los respectivos resultados experimentales obtenidos en 
diferentes trabajos. 
Finalmente, en el capítulo 4 se indican las conclusiones y aportes del trabajo, así 
como las futuras líneas de investigación desprendidas del mismo. 
En los anexos se presentan los ingredientes indispensables para el desarrollo de la 
formulación propuesta como: los conceptos básicos de los modelos de daño y plastici-
dad, la metodología de discontinuidades fuertes de continuo, la teoría de mezclas en 
materiales compuestos, el método de integración del modelo constitutivo implícito-
explícito y el trazado de líneas de discontinuidad. 
 
 
Capítulo 2                                                 
Formulación del modelo 
En este capítulo se describen los elementos esenciales de la formulación presentada, 
empezando por las consideraciones básicas adoptadas y los modelos constitutivos tanto 
de cada material componente, como del compuesto.   Posteriormente se establece la 
cinemática del compuesto mediante la metodología de discontinuidades fuertes de con-
tinuo (CDSA) y se analiza el fenómeno de bifurcación material.   Finalmente se presen-
tan los ingredientes más importantes de la implementación del modelo numérico con el 
método de los elementos finitos. 
2.1. Consideraciones básicas 
Las consideraciones básicas generales establecidas como punto de partida de la formu-
lación aquí presentada se pueden resumir en los siguientes ítems: 
• Se utiliza la teoría de mezclas clásica (Truesdell & Toupin 1960) para establecer 
el modelo constitutivo del material compuesto, y la metodología de discontinui-
dades fuertes de continuo (Oliver 1996b; Oliver 1996a; Samaniego 2002; Oli-
ver, Huespe et al. 2005a), para capturar las superficies de discontinuidad en un 
compuesto tipo hormigón armado. 
• Cada punto del medio continuo obedece al comportamiento de un material com-
puesto conformado por una matriz de hormigón y dos paquetes de fibras largas 
de acero de refuerzo, perpendiculares entre sí, orientadas en las direcciones r y s, 
respectivamente (Figura 2.1).   Asimismo, el campo de desplazamientos y en 
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consecuencia el campo de deformaciones están definidos en la escala del com-
puesto. 
• A pesar de que muchas de las ecuaciones indicadas en los siguientes apartados 
están generalizadas para un espacio tridimensional, el modelo fue implementado 
para estado plano de tensiones o plano de deformaciones.   Por lo tanto, las ac-
ciones externas y  los desplazamientos, así como también, la matriz y las fibras 
están orientadas dentro del plano de análisis, mostrando el mismo comporta-
miento en el espesor del elemento estructural. 
• La formulación permite el análisis no lineal con deformaciones infinitesimales 
en problemas bidimensionales cuasi-estáticos.   Las acciones externas se aplican 
progresivamente en intervalos denominados pasos de carga o instantes de seudo-
tiempo t. 
 
 
Figura 2.1.   Material compuesto con discontinuidad: (a) sólido con superficie de discontinui-
dad S, (b) punto material del compuesto. 
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2.2. Modelos constitutivos de los materiales com-
ponentes 
2.2.1. Comportamiento de la matriz de hormigón 
Los modelos de daño han sido utilizados para describir el comportamiento del hormigón 
y de otros materiales cuasi-frágiles.   La diferencia entre la capacidad resistente a com-
presión y a tracción del hormigón se puede representar mediante el modelo de daño 
propuesto por (Oliver, Cervera et al. 1990), desarrollado a partir del trabajo de (Simó & 
Ju 1987).   La formulación presentada utiliza este modelo de daño para problemas bidi-
mensionales, descrito por las siguientes ecuaciones: 
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Cuadro 2.1.   Ingredientes de un modelo de daño isótropo escalar. 
 
El superíndice m se utiliza en las variables propias de la matriz.   El punto encima de 
una variable indica su derivada material, es decir, dtd℘=℘& . 
En la matriz, los tensores de tensión y deformación se indican como σm y εm.   La 
tensión efectiva es igual a mmm ε:C=σ , donde mC  es el tensor constitutivo elástico de 
la matriz expresado en el Anexo A.1.   muσ es la resistencia a tracción de la matriz, H
 m
 
es el parámetro de ablandamiento, λ m es el multiplicador de daño, r m y q m son las va-
riables internas tipo deformación y tipo tensión respectivamente.   El criterio de daño en 
el espacio de las deformaciones y las condiciones de carga-descarga se pueden escribir 
como: 
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m
tc
mmm
rrf −= )(),( ετε  (2.5) 
)0(0,0,0,0 ===≥≤ mmmmmmm ffff &λλλ  (2.6) 
donde )(tcετ  es la norma de deformaciones, que para el modelo de daño con tracción 
y compresión diferenciado es igual a: 
mmm
tc σσ :)(: 1)( −= Cφτ ε  (2.7) 
siendo, 
σσσ
σ
φ
nn
i
m
i
i
m
i 1113
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1 +


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

−=
∑
∑
=
=
 (2.8) 
mmm
321 ,, σσσ  corresponden a las tensiones efectivas de la matriz en la direcciones prin-
cipales 1,2 y 3 respectivamente.   El factor σn  es el cociente entre la resistencia a com-
presión mcu )(σ  y a tracción 
m
uσ  de la matriz, es decir 
m
u
m
cun σσσ )(= .   El paréntesis de 
Mac-Auley corresponde a ( )℘+℘=℘ 5.0 . 
Para un estado tensional bidimensional donde: )0,0( 21 << mm σσ , el dominio elásti-
co es σn  veces más grande que el definido para el caso de )0,0( 21 >> mm σσ  como se 
observa en la Figura 2.2(a).   Cuando m1σ  es positivo y m2σ  es negativo o viceversa se 
produce una transición aproximada definida por el factor φ en la Ecuación (2.8). 
A diferencia de los modelos de plasticidad, en el modelo de daño utilizado no es ne-
cesario que el dominio elástico sea convexo para conservar unicidad en la solución, por 
tanto, los cambios de pendiente de la superficie de daño mostrada en la Figura 2.2(a), 
son admisibles para este modelo constitutivo. 
Al expresar la relación entre la tasa de deformación y la tasa de tensión en la matriz 
se llega a una ecuación constitutiva tangente de la forma: 
mm
tg
m
ε&& :C=σ  (2.9) 
Para la cual el tensor constitutivo tangente en condición de carga elástica o descarga 
es igual a: 
m
m
m
m
tg
r
q
CC =  (2.10) 
y para carga inelástica es: 
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El tensor de segundo orden φσA ∂= :mC  esta definido en el Anexo A.1. 
 
 
Figura 2.2.   Modelo de daño con degradación diferenciada a compresión y tracción: (a) Su-
perficie de daño, (b) curva tensión-deformación uniaxial. 
 
2.2.2. Comportamiento axial de las fibras o barras de acero: 
modelo de fibra deformable  
El comportamiento axial de las fibras se representa en un espacio unidimensional me-
diante un modelo de plasticidad con endurecimiento isótropo lineal (Simó & Hughes 
1998), denominado modelo de fibra deformable.   Para un grupo de fibras paralelas al 
vector r, los ingredientes del modelo constitutivo se indican en el Cuadro 2.2, donde, 
fr
rrε  es la deformación total, 
fr
pε  es la deformación plástica, λ fr es el multiplicador plás-
tico, frE  es el módulo de Young, frrrσ  es la tensión axial de la fibra en r y 
fr
yσ  es la ten-
sión de fluencia.   El ablandamiento está determinado por el módulo 0<frH  y por las 
variables internas α fr tipo deformación y q fr tipo tensión.   Las variables asociadas al 
modelo de fibra deslizante en dirección r, se indican con el superíndice fr.  
La ecuación constitutiva tangente que relaciona las tasas de tensión y de deforma-
ción para los estados de carga o descarga inelástica se puede escribir de la forma: 
fr
rr
fr
tg
fr
rr E εσ && =  (2.12) 
donde el operador constitutivo tangente de la fibra es igual a: 
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)( frpfrrrfrfrrr E εεσ −=  (ecuación constitutiva) (2.14) 
)(sign frrrfrfrp σλε =&  (regla de flujo) (2.15) 
frfr λα =&  (ley de evolución) (2.16) 
)(),( fryfrfrrrfrfrrrfr qf σσασ +−=  (criterio de plasticidad) (2.17) 
frfrfr Hq α&& =  (ley de ablandamiento) (2.18) 




==
=≥≤
)0(0
0;0;0
frfrfr
frfrfrfr
ff
ff
&λ
λλ
 
(condiciones de carga-descarga y 
complementariedad) (2.19) 
Cuadro 2.2.   Ingredientes de un modelo de plasticidad unidimensional que describe el 
comportamiento axial de la fibra 
 
La Figura 2.3(a) muestra la relación tensión deformación unidimensional para el 
modelo de plasticidad empleados en el comportamiento de la fibra a tracción o compre-
sión. 
 
 
Figura 2.3.   Modelo unidimensional de plasticidad: (a) fibra en dirección r, (b) fibra en di-
rección s. 
 
El comportamiento axial de un grupo de fibras orientadas en la dirección s (Figura 
2.3(b)), se puede describir de la misma manera como se ha indicado en las Ecuaciones 
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(2.12) a (2.13) para las fibras en r.   En particular, la ecuación constitutiva del compor-
tamiento axial las fibras en s, es: 




>
+
=
=⋅=
0
0
, fs
fsfs
fsfs
fsfs
fs
tg
fs
ss
fs
tg
fs
ss
si
HE
HE
siE
EE λ
λ
εσ &&  (2.20) 
La tasa de tensiones y de deformaciones de la fibra en s corresponden a fsssσ&  y 
fs
ssε& , y 
los operadores constitutivos elástico y tangente son iguales a fsE  y fstgE .   El parámetro 
de ablandamiento y el multiplicador plástico se indican como fsH  y fsλ . 
2.2.3. Efecto del deslizamiento acero - hormigón 
La pérdida de adherencia entre el acero y el hormigón circundante produce un efecto de 
deslizamiento en la zona de contacto entre ambos materiales.   Tal fenómeno será repre-
sentado mediante el modelo de deslizamiento detallado a continuación.   Al igual que en 
el apartado anterior, el modelo se describe para las fibras en la dirección r, aunque es 
aplicable de igual manera para las fibras paralelas al vector s. 
2.2.3.1. Modelo de deslizamiento 
En esta formulación se utiliza un modelo simplificado, en el cual se define una defor-
mación por deslizamiento asociada a un comportamiento elasto-plástico.   Se considera 
que el desplazamiento diferencial producto de la pérdida de adherencia en la interfaz 
acero-hormigón (fibra-matriz), genera una diferencia entre la deformación de los com-
ponentes denominada deformación por deslizamiento irrrε . 
En un elemento infinitesimal dx de material compuesto sometido a una tensión axial 
σ, la matriz se desliza con respecto a la fibra una cantidad ds como lo indica la Figura 
2.4(a).   La ecuación de compatibilidad que relaciona la deformación de la matriz mrrε  y 
de la fibra frrrε  incluyendo los efectos del deslizamiento se puede expresar de la forma: 
dsdxdx mrrfrrr −=− εε  (2.21) 
Por lo tanto, la variación del deslizamiento con respecto a x se define como la de-
formación por deslizamiento en la interfaz: 
fr
rr
m
rr
ir
rr dx
ds
εεε −==  (2.22) 
Observación 2.1   Cuando existe adherencia perfecta en la interfaz la deforma-
ción irrrε  desaparece manteniendo iguales las deformaciones de matriz y fibra. 
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Figura 2.4.   Efecto de deslizamiento acero-hormigón: (a) deslizamiento en un elemento infi-
nitesimal de hormigón armado, (b) relación constitutiva del efecto de deslizamiento.    
 
Se utiliza un modelo elastoplástico perfecto unidimensional para describir el desli-
zamiento en la interfaz.   La Figura 2.4(b) muestra la relación entre la tensión en la in-
terfaz irrrσ  y la deformación por deslizamiento irrrε .   La pendiente de la rama elástica se 
define con el módulo irE  y la tensión límite denominada tensión de pérdida total de 
adherencia se indica como fry
ir
adh σσ ≤ .   Los ingredientes básicos de este modelo son los 
siguientes: 
 
)( irpirrririrrr E εεσ −=  (ecuación constitutiva) (2.23) 
)(sign irrririrp σλε =&  (regla de flujo) (2.24) 
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(condiciones de carga-descarga 
y complementariedad) (2.26) 
Cuadro 2.3.   Ingredientes de un modelo de plasticidad unidimensional que 
describe el efecto del deslizamiento fibra – matriz. 
 
En las ecuaciones anteriores, irpε  es la deformación plástica y λ ir es el multiplicador 
plástico en el modelo de la interfaz.   La ecuación constitutiva tangente se puede escribir 
como: 
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 (2.27) 
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siendo irtgE  el operador constitutivo tangente y irrrσ&  y irrrε& , las tasas de tensión y de de-
formación de la interfaz fibra – matriz en r, respectivamente. 
Observación 2.2   Dado que los valores del módulo elástico irE  suelen ser bas-
tante grandes comparados con el módulo de Young de la fibra, este modelo de 
deslizamiento se puede simplificar considerando que ∞→irE , en cuyo caso, se 
reduce a un modelo rígido-plástico caracterizado por la tensión de pérdida total 
de adherencia iradhσ . 
El efecto pérdida de adherencia entre el hormigón y las fibras orientadas en s, se 
puede describir de forma análoga al modelo de deslizamiento de la fibra en r presentado 
en las  Ecuaciones (2.21) a (2.27).   En particular, la ecuación constitutiva tangente del 
modelo de deslizamiento fibra – matriz en s, es: 



>
=
=
⋅=
00
0
donde,
is
isis
is
tg
is
ss
is
tg
is
ss
E
E
E
λ
λ
εσ &&
 (2.28) 
donde istgE  es el operador constitutivo tangente, mientras que 
is
ssσ&  y 
is
ssε&  corresponden a 
la tasa de tensión y de deformación de la interfaz fibra – matriz en s, respectivamente. 
2.2.3.2. Caracterización del modelo de deslizamiento 
En el hormigón armado los ensayos de arrancamiento pueden proporcionar los paráme-
tros del modelo de deslizamiento.   En algunos de estos experimentos, una barra de 
diámetro d y área de sección 42dA f pi=  está embebida en el hormigón una distancia 
iL  como se muestra en la Figura 2.5(a).    
 
 
Figura 2.5.   Efecto de deslizamiento acero – hormigón.   Ensayo de arrancamiento: (a) es-
quema descriptivo, (b) curva experimental carga aplicada versus deslizamiento.    
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La curva experimental entre la fuerza aplicada en el extremo libre de la barra iP  y el 
deslizamiento producido iδ  (Figura 2.5(b)), se puede utilizar para caracterizar la rela-
ción tensión de la fibra versus deformación por deslizamiento )( irrrirrr εσ −   de la Figura 
2.4(b), teniendo en cuenta las siguientes suposiciones: 
• La tensión de pérdida de adherencia es igual a fimax
ir
adh AP=σ , por lo tanto se 
considera que el régimen elástico del modelo de deslizamiento coincide con la 
primera rama de la curva experimental para ],0[ imaxi PP = .   Mientras que el es-
tado de plasticidad perfecta en el modelo se consigue después de alcanzada la 
carga imaxP  en el ensayo. 
• En el régimen elástico del modelo de deslizamiento donde irrririrrr E εσ = , se con-
sidera que fiirr AP=σ y iiirrr Lδε = . 
De acuerdo a lo anterior, el módulo de elasticidad del modelo de deslizamiento y la 
tensión de pérdida de adherencia se pueden caracterizar como: 
f
i
maxir
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i
i
i
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

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
= σδ ,  (2.29) 
2.2.4. Modelo de fibra deslizante 
El comportamiento axial de la fibra descrito en el apartado 2.2.2 y el efecto de desliza-
miento fibra - matriz mostrado en el apartado 2.2.3, se acoplan en el denominando mo-
delo de fibra deslizante que se describe a continuación. 
De acuerdo con la Ecuación (2.22) para las fibras paralelas a r, la deformación de la 
matriz corresponde a  irrrfrrrmrr εεε += .   Si se considera que la deformación del modelo de 
fibra deslizante es igual a la deformación de la matriz: mrrdrrr εε = , se tiene que: 
ir
rr
fr
rr
dr
rr εεε +=  (2.30) 
 
 
 
Figura 2.6.   Modelo de fibra deslizante definido como un sistema en serie de la capacidad 
axial de la fibra fr y la acción del deslizamiento en la interfaz ir. 
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Ahora se puede interpretar que la fibra y los efectos de pérdida de adherencia consti-
tuyen un modelo reológico en serie de fibra e interfaz como el indicado en la Figura 2.6, 
cuya deformación es la suma de la deformación axial de la fibra frrrε  (descrita en el 
Apartado 2.2.2), más la deformación por deslizamiento de la interfaz irrrε  (definida en el 
Apartado 2.2.3).   Asimismo, la tensión de este sistema en serie drrrσ  es igual a la tensión 
de la fibra frrrσ  y de la interfaz irrrσ , como lo indica la siguiente ecuación: 
ir
rr
fr
rr
dr
rr σσσ ==  (2.31) 
El modelo de fibra deslizante está definido por las Ecuaciones (2.30) y (2.31), las 
cuales indican la deformación y la tensión de la fibra incluyendo los efectos del desli-
zamiento en la interfaz.   Este sistema en serie se describe en forma incremental como: 
ir
rr
fr
rr
dr
rr εεε &&& +=  (2.32) 
ir
rr
fr
rr
dr
rr σσσ &&& ==  (2.33) 
Las tasas de deformación irtg
ir
rr
ir
rr
fr
tg
fr
rr
fr
rr EεEε σσ &&&& == y  dadas en las Ecuaciones 
(2.12) y (2.27), se sustituyen en la ecuación (2.32).   Aplicando la Ecuación (2.33) y 
despejando la tasa de tensiones, se obtiene la ecuación constitutiva del modelo de fibra 
deslizante en r como: 
ir
tg
fr
tg
ir
tg
fr
tg
ir
tg
fr
tg
dr
tg
dr
rr
dr
tg
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rr EE
EE
EE
EE
+
=
+
=⋅=
11
1donde,εσ &&
 (2.34) 
siendo drtgE  el operador constitutivo tangente, mientras que drrrσ&  y drrrε&  son las tasas de 
tensión y deformación de la fibra deslizante en r.   Recordando que irtgE  está definido 
por el modelo de deslizamiento en la Ecuación (2.27), y frtgE  por el modelo de fibra de-
formable en la Ecuación (2.13). 
Observación 2.3   Condición de adherencia perfecta: si el módulo de desliza-
miento irtgE  tiende a infinito )( frtgdrtgirtg EEE =⇒∞→ , y la tensión de pérdida de 
adherencia fradhσ  es igual a la tensión de fluencia del material fryσ , el modelo de 
fibra deslizante mantiene el comportamiento axial de la fibra, y en consecuencia, 
se obtiene la condición de adherencia perfecta (Figura 2.7(a)). 
Observación 2.4   Modelo de deslizamiento rígido-plástico: al considerar un 
modelo rígido-plástico para describir el deslizamiento fibra-matriz, es decir, 
∞→irtgE  y 
fr
y
fr
adh σσ < , la curva tensión-deformación del modelo de fibra mues-
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(b)
tra dos ramas: una elástica limitada por fradhσ  y otra de plasticidad perfecta 
(Figura 2.7(b)). 
   
 
Figura 2.7.   Curva tensión-deformación resultante en el modelo de fibra deslizante, para dos 
casos especiales: (a) condición de adherencia perfecta ( fryiradhirtgE σσ =∞→ ; ), (b)  modelo de 
deslizamiento rígido-plástico ( fryiradhirtgE σσ <∞→ ; ). 
 
De forma análoga, para el grupo de fibras paralelas al vector s se pueden reescribir 
las Ecuaciones (2.32) y (2.33), como: 
is
ss
fs
ss
ds
ss εεε &&& +=    ,   
is
ss
fs
ss
ds
ss σσσ &&& ==  (2.35) 
siendo dsssσ&  y 
ds
ssε&  las tasas de tensión y de deformación de la fibra deslizante en s.   La 
ecuación constitutiva del modelo de fibra deslizante en s se puede escribir como: 
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 (2.36) 
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donde el operador constitutivo tangente del modelo de fibra deslizante en s es igual a 
ds
tgE . 
2.2.5. Acción pasador 
Los elementos estructurales tipo barra tienen una dimensión mucho mayor que las otras 
dos, comportándose principalmente a tracción o a compresión normal a su eje longitu-
dinal.   Sin embargo, un efecto asociado con la apertura de fisura en el hormigón requie-
re de su capacidad a cortante, como se describe en este apartado. 
En una pieza de hormigón armado donde las fisuras abren en modo II de fallo, la 
fuerza cortante es resistida por el trabazón interno entre las partículas de agregado del 
hormigón y por la capacidad del acero de refuerzo al cortante en las caras de una fisura.   
Este último efecto se denomina acción pasador y se produce por alguno de los meca-
nismos citados en los Apartados 2.2.5.1 y 2.2.5.2 (Park & Paulay 1975).   Asimismo, 
este fenómeno se representa mediante el modelo constitutivo descrito en el Apartado 
2.2.5.3. 
2.2.5.1. Mecanismos que producen la acción pasador: Flexión de las barras en-
tre las caras de la fisura 
El comportamiento a flexión de las barras entre las caras de la fisura se debe a un des-
plazamiento relativo τδ  perpendicular a su eje, cuando la luz libre entre las caras de una 
fisura τl  es grande con respecto a su diámetro d (Figura 2.8(a)).   En este caso se supo-
ne que el desplazamiento paralelo al plano de la fisura se transmite a una viga doble-
mente empotrada de luz igual a la apertura de la misma.    
De acuerdo con la teoría de vigas de Timoshenko (Timoshenko & Young 1965), en 
el rango elástico el desplazamiento τδ  genera una fuerza cortante V en la barra igual a: 
τ
τ
δ3)(
12
l
IEV
ff
=  (2.37) 
donde el área y el segundo momento de inercia para una sección transversal circular de 
diámetro d son iguales a  64y4 42 dIdA ff pipi ==  respectivamente.   fE  y fyσ  
corresponden al módulo de Young y a la tensión de fluencia del acero. 
El comportamiento elástico de la viga ocurre siempre y cuando el momento flector 
máximo 2VlM =  sea inferior al momento plástico ( ) fyy dM σ63= .   Por lo tanto, la 
fuerza cortante en el límite elástico es igual a: 
f
y
f
y Al
dV σ
pi τ
⋅⋅=
3
4
 (2.38) 
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Las fuerzas cortantes V y Vy también se pueden escribir en términos de un módulo 
de cortante equivalente τfG  y de una tensión cortante equivalente de fluencia fyτ , de la 
forma: 
f
y
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ff
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AGV τδ τ
τ
τ
== ,  (2.39) 
Igualando las Ecuaciones (2.37) y (2.38) en las Expresiones (2.39) se obtiene: 
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Figura 2.8.   Acción pasador: (a) flexión de una barra entre las caras de una fisura, (b) corte 
directo en la barra que atraviesa una fisura, (c) relación tensión cortante versus deformación 
angular en el modelo constitutivo. 
 
2.2.5.2. Mecanismos que producen la acción pasador: Corte directo en las ba-
rras que atraviesan la fisura 
El corte directo en las barras que atraviesan la fisura ocurre cuando la apertura normal 
de la fisura es muy pequeña comparada con el deslizamiento tangencial, en otras pala-
bras, cuando el modo II de apertura de fisura domina con respecto al modo I (Figura 
2.8(b)).   En este caso la fuerza cortante transmitida por el refuerzo es igual a: 
τ
τ
τ
δ
l
AGV
ff
=    ;   )1(2 f
f
f EG
ν
τ
+
=  (2.41) 
En este mecanismo, τfG  corresponde al módulo elástico a cortante y ν f es la rela-
ción de Poisson del acero.   Aplicando el criterio de fluencia de von Mises para un esta-
do de cortante puro se obtiene una fuerza cortante de fluencia igual a: 
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(2.42) 
El resultado de igualar la Ecuación (2.39) con la ecuación anterior define a la tensión 
cortante equivalente de fluencia así: 
3
f
yf
y
σ
τ =  (2.43) 
2.2.5.3. Modelo constitutivo de la acción pasador 
Basado en las consideraciones anteriores, el efecto dovela se representa mediante un 
modelo de plasticidad unidimensional equivalente, similar al modelo mencionado en el 
Apartado 2.2.2.   Este modelo relaciona la deformación angular frsγ   con la tensión cor-
tante de la fibra frsτ  en el plano rs (Figura 2.8(c)) y está definido por los siguientes in-
gredientes: 
 
)( fpfrsffrs G γγτ τ −=  (ecuación constitutiva) (2.44) 
)(sign frsffp τλγ τ=&  (regla de flujo) (2.45) 
ττ λα ff =&  (ley de evolución) (2.46) 
)(),( τττ ττατ ffyfrsffrsf qf +−=  (criterio de plasticidad) (2.47) 
τττ α fff Hq && =  (ley de ablandamiento) (2.48) 
)0(0
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τττ
ττττ
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fff
ffff
ff
ff
&
 
(condiciones de carga-descarga y 
complementariedad) (2.49) 
Cuadro 2.4.   Ingredientes de un modelo de plasticidad unidimensional que describe la 
acción pasador en las fibras. 
 
En las ecuaciones anteriores, fpγ  es la deformación angular plástica, τfG  es el mó-
dulo de cortante equivalente y fyτ  es la tensión cortante de fluencia equivalente.   El 
ablandamiento esta determinado por el módulo τfH  y las variables internas tipo defor-
mación y tipo tensión τα f  y τfq .   La ecuación constitutiva tangente será de la forma: 
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donde el operador constitutivo tangente es igual a: 
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El módulo τfG  se calcula con la Ecuación (2.40) o (2.41) dependiendo de cual de 
los dos mecanismos de la acción pasador (Apartados 2.2.5.1 y 2.2.5.2), sea el dominan-
te.   De igual manera, la tensión fyτ   se define con la Ecuación  (2.40) o (2.43) según sea 
el caso.    
Observación 2.5 Generalmente se puede considerar que la tensión cortante en 
el acero en el rango inelástico del modelo permanece constante, es decir, que el 
módulo de endurecimiento τfH  es nulo. 
Observación 2.6 Como lo describen los Apartados 2.2.4 y 2.2.5, el comporta-
miento de cada paquete de las barras de refuerzo se define mediante dos mode-
los constitutivos desacoplados: uno asociado al comportamiento a cortante 
)( frsfrs γτ  y otro relacionado con el comportamiento axial )( irrrfrrrfrrr εεσ + .   Este úl-
timo es el resultado de un modelo en serie que incluye la capacidad del acero y 
los efectos de deslizamiento en la interfaz fibra-matriz. 
2.3. Modelo constitutivo del material compuesto 
Como se ha indicado anteriormente, el hormigón armado se presenta como un material 
compuesto conformado por una matriz de hormigón definida por un modelo de daño y 
dos paquetes de fibras largas de acero perpendiculares entre sí, cuyo comportamiento 
axial está caracterizado por modelos de plasticidad unidimensional, despreciado su rigi-
dez transversal.   Además, se considera la pérdida de adherencia como la relación entre 
la tensión axial de la fibra y una deformación ficticia producida por el desplazamiento 
relativo entre hormigón y acero, la cual, sumada con la deformación de la fibra corres-
ponde a la deformación del modelo de fibra deslizante.   También se incluye la acción 
pasador como una relación constitutiva entre tensión cortante y deformación angular, 
determinada por la rigidez y capacidad a flexión o a cortante de las barras de acero entre 
las caras de una fisura. 
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El modelo constitutivo del material compuesto requiere un vínculo entre su defor-
mación y las deformaciones de los materiales constituyentes, así como también, entre su 
tensión y las tensiones de la matriz y las fibras (Hill 1963).   Basándose en la teoría o 
regla de mezclas (Truesdell & Toupin 1960) descrita en el Apartado 1.5.3 y en el Anexo 
B, se establecen las relaciones necesarias entre el compuesto y los materiales constitu-
yentes. 
Las hipótesis consideradas en el modelo son: 
• La tasa de deformación en la matriz mε&  es igual al tensor de la tasa de deforma-
ción común ε&  definido en un espacio bi o tridimensional. 
• El comportamiento axial de la fibra deslizante en dirección r está definido por la 
componente rr del tensor de la tasa de deformación del compuesto rrε& . 
• El comportamiento axial de la fibra deslizante en s está determinado por la com-
ponente ss de la tasa de deformación del compuesto ssε& . 
• La capacidad a cortante de las fibras está asociada con la tasa de deformación 
angular en el plano rs indicada como rsγ& . 
De acuerdo a lo anterior, las condiciones de compatibilidad de deformaciones pre-
sentadas como la relación entre la tasa de deformación de cada material componente y 
del material son: 
 
εε && =
m
 
(deformación en la matriz) (2.52) 
rεr ⋅⋅== &&& rr
dr
rr εε  (deformación en fibra deslizante en r) (2.53) 
sεs ⋅⋅== &&& ss
ds
ss εε  (deformación en fibra deslizante en s) (2.54) 
sεr ⋅⋅== &&& 2rs
f
rs γγ  (deformación angular en las fibras en rs) (2.55) 
Cuadro 2.5.   Tasa de deformación de cada componente en términos de la tasa de 
deformación del material compuesto. 
 
Como lo indica la teoría de mezclas, se considera que la tasa de tensión del material 
compuesto corresponde a la suma de las tasas de tensiones de matriz y fibras multipli-
cadas por sus respectivos coeficientes de participación volumétrica, lo cual se puede 
escribir como: 
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frmm kkkkk τσσ &&&&& ))((2)()( srssrrσσ ⊗++⊗+⊗+=  (2.56) 
donde los factores fsfrm kkk ,,  corresponden a la fracción de volumen de cada material 
componente, es decir: 
1,,, =++=== fsfrm
fs
fs
fr
fr
m
m kkk
V
Vk
V
Vk
V
Vk  (2.57) 
siendo V  es el volumen total de material compuesto, mV  es el volumen de matriz, frV  
y fsV  son los volúmenes de las fibras orientadas en la dirección r y en s respectivamen-
te. 
En el modelo se considera un comportamiento axial de las fibras que desprecia su 
aporte a la tensión del compuesto en la dirección perpendicular a su eje longitudinal, es 
decir, la tensión normal en dirección s de las fibras paralelas al vector r es nula 
)0( =frssσ , al igual que la tensión normal en r de las fibras paralelas al vector s 
)0( =fsrrσ . 
La Figura 2.9 indica la tensión de cada componente en su sistema coordenado local. 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.9.   Modelo constitutivo del material compuesto.   Tensiones en los materiales com-
ponentes. 
Observación 2.7   En la base rs, la tasa del tensor de tensiones del compuesto 
tendrá las siguientes componentes: 
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(2.58) 
Asimismo, las componentes de la tasa de deformación indicadas en las Ecuacio-
nes (2.52) a (2.55), se pueden reescribir de la forma: 
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(2.59) 
Las Ecuaciones (2.58) y (2.59), demuestran la aplicación de la teoría de mezclas 
a tres sistemas en paralelo, como se representa en la Figura 2.10.   El primero 
está constituido por la componente rr de la matriz y la fibra deslizante en direc-
ción r, el segundo está conformado por la componente normal ss de la matriz y 
la fibra deslizante en s, el tercero lo define la capacidad a cortante de la matriz 
y de las fibras (acción pasador) en el plano rs. 
Observación 2.8   El método del campo promedio descrito en el Apartado1.5.5, 
supone que las tasas de tensión y de deformación del compuesto corresponden 
a: 
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donde los factores de participación volumétrica fsfrm kkk ,, , las tasas de tensión 
fsfrm σσσ &&& ,,  y de deformación dsdrm εεε &&& ,, , están asociados a la matriz, a la fibra 
deslizante en r y en s, respectivamente.   Si además se impone que la deforma-
ción es común entre los materiales, como lo establece la regla de mezclas, es de-
cir, εεεε &&&& === dsdrm , y que la capacidad de las fibras perpendicular a su eje 
longitudinal es despreciable y por tanto 0,0 == fsrr
fr
ss σσ , las Ecuaciones (2.60) y 
(2.61) se transforman en las Ecuaciones (2.58) y (2.59) respectivamente, más las 
expresiones adicionales ss
dr
ss
m
ssrr
ds
rr
m
rr εεεεεε &&&&&& ==== , , que no intervienen en la 
evaluación de la tensión del compuesto. 
Las tasas de tensión obtenidas de las ecuaciones constitutivas de cada componente 
presentadas anteriormente se resumen en el siguiente cuadro: 
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C=σ  (tasa de tensión en la matriz) (2.62) 
rr
dr
tg
fr
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ss
ds
tg
fs
ss E εσ && =  (tasa de tensión normal en la fibra s) (2.64) 
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rs G γτ τ && =  (tasa de tensión cortante en las fibras) (2.65) 
Cuadro 2.6.   Ecuación constitutiva tangente de cada componente. 
  
 
Figura 2.10.   Modelo constitutivo del material compuesto.   Modelo reológico considerado en 
la componente: (a) normal en r, (b) normal en s, (c) cortante en el plano rs. 
 
En virtud de la compatibilidad de las deformaciones entre los componentes se puede 
definir la ecuación constitutiva tangente del material compuesto como: 
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εσ && :tgC=  (2.66) 
El tensor constitutivo tangente Ctg se puede evaluar sustituyendo las ecuaciones 
constitutivas de los componentes (2.62) a (2.65) en la Ecuación (2.56) e igualando este 
resultado con la Ecuación (2.66), obteniendo: 
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 (2.67) 
2.4. Aplicación de la metodología de discontinui-
dades fuertes de continuo a materiales com-
puestos 
En algunos ensayos de probetas de hormigón armado, después de agotar el régimen 
elástico del hormigón, se observa un estado no lineal que comienza con la micro-
fisuración distribuida o zona de fallo difuso y termina con la formación de fisuras de 
apertura apreciable (Vecchio, Lai et al. 2001).   Estos fenómenos pueden ser representa-
dos por un modelo de material compuesto tipo hormigón armado, que capture la locali-
zación de la deformación a partir del comportamiento de sus componentes (matriz de 
hormigón y fibras de acero). 
La metodología de discontinuidades fuertes de continuo (CSDA) describe el meca-
nismo de fallo estructural, identificando el comportamiento elástico, el proceso de frac-
tura y el colapso general, mediante una cinemática enriquecida dentro de la mecánica 
del continuo (Oliver 1996a).   El Anexo C resume las características generales de esta 
formulación a partir de los trabajos realizados por Oliver y colaboradores (Oliver 1996a; 
Oliver 1996b; Oliver, Huespe et al. 2003; Oliver & Huespe 2004a; Oliver & Huespe 
2004b).   A continuación se aplica esta metodología al material compuesto. 
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2.4.1. Descripción cinemática del material compuesto 
En la CSDA se establece la existencia de un salto en el campo de desplazamientos a 
través de la superficie de fallo, capaz de generar valores no acotados (en sentido distri-
bucional) en el campo de las deformaciones. 
 
Hipótesis 2.1 Como se indicó en el Apartado 2.3, el campo de deformaciones es-
tá definido sobre el material compuesto como una cantidad común para todos 
los constituyentes.   Al obtener las deformaciones a partir del campo de los des-
plazamientos se puede asegurar que este último también esta determinado en la 
escala del compuesto.   Por lo tanto, la cinemática enriquecida definida en la 
CSDA se aplica a un material compuesto de la misma forma que se utiliza en un 
material homogéneo. 
 
 
 
Figura 2.11.   Aplicación de la CSDA a materiales compuestos: (a) sólido con discontinuidad, 
(b) salto de desplazamiento en un punto material y (c) continuidad de tracciones en un punto 
material. 
 
2.4.1.1. Cinemática de la discontinuidad fuerte 
Sea un cuerpo Ω de material compuesto que exhibe una discontinuidad fuerte sobre la 
superficie S de normal n, la cual divide al cuerpo en los dominios Ω+ y Ω- como lo 
muestra la Figura 2.11(a).   Se define la tasa de desplazamiento en un punto material x y 
para un instante t como (Oliver, Huespe et al. 2003): 
)(]][[)(),(),( ttt S uxxuxu &&& ⋅+= M  (2.68) 
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donde u&  y ]][[ u&  corresponden a la parte continua y el salto de la tasa de desplazamiento 
(Figura 2.11(b)), respectivamente.   La función elemental de salto unitario en el conti-
nuo esta definida como )()()( xxx ϕ−= SS HM , donde )(xSH  es la función de Heavisi-
de y ϕ(x)  es una función continua arbitraria limitada en una pequeña banda Ωh conteni-
da en S, como se indica en la Figura 2.12. 
 
 
Figura 2.12.   Aplicación de la CSDA a materiales compuestos: (a) función de Heaviside, 
(b) función ϕ  y (c) función salto unitario 
 
La siguiente expresión indica el valor de la función de Heaviside y de la función 
continua ϕ(x)  fuera de la banda Ωh donde su valor no es arbitrario. 
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El campo tasa de deformaciones se evalúa aplicando el operador gradiente simétrico 
sobre el campo de velocidad, de tal forma que la tasa de deformación se puede dividir 
en una parte compatible en función de la velocidad en el continuo y una parte mejorada 
en términos del salto de la tasa de desplazamiento.   Dado que el gradiente (en el sentido 
generalizado), de la función de Heaviside determina una función singular, la tasa de 
deformación se puede expresar como la suma de una parte regular acotada más una par-
te singular (no acotada), como se indica a continuación. 
}
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ss ⊗+⊗∇−∇=∇= δϕ   (2.70) 
donde Sδ  es la función delta de Dirac actuando sobre Ω.   En general el salto del 
campo () se indica de la forma SS •−•=• +Ω /]][[ . 
De acuerdo con la ecuación anterior la diferencia entre la tasa deformación dentro y 
fuera de la superficie de discontinuidad S es igual a:  
( )ssSS ]][[]][[ / unεεε &&&& ⊗=−= +Ω δ  (2.71) 
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2.4.1.2. Aplicación al material compuesto 
Las Ecuaciones (2.72) a (2.75) indican la parte regular y singular de las componen-
tes de la tasa de deformación utilizada por cada material constituyente del compuesto,  
donde los escalares ( )]][[ ur &⋅  y ( )]][[ us &⋅  corresponden a las componentes de la tasa del 
salto del desplazamiento en la dirección r  y s, respectivamente. 
 
s])][[( unεε &&& ⊗+= sm δ  (deformación en la matriz) (2.72) 
( )]][[)( urnrrεr &&& ⋅⋅+⋅⋅= sdrrrε δ  (deformación fibra en r) (2.73) 
( )]][[)( usnssεs &&& ⋅⋅+⋅⋅= sdsssε δ  (deformación fibra en s) (2.74) 
( ) ( )[ ]]][[)(]][[)(2 usnrurnssεr &&&& ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅= sfrs δγ  (deformación angular fibra) (2.75) 
Cuadro 2.7.   Componentes de la tasa de deformación de los materiales constituyentes. 
 
Observación 2.9   De la Ecuación (2.73) se deduce que cuando la discontinui-
dad es paralela a las fibras en dirección r, es decir )( rn ⊥ , la tasa de deforma-
ción de las mismas en la superficie S coincide con la parte regular 
)( rεr ⋅⋅= &&drrrε .   Este resultado indica que físicamente la apertura de una fisura 
paralela a una fibra no genera ninguna deformación sobre la misma, como es 
esperable.   En cambio, cuando n y r son paralelas, la parte singular de la tasa 
de deformaciones adquiere un valor máximo ])][[( ur &⋅sδ .   También se nota que 
la componente del salto normal al eje de las fibras no produce deformación 
axial sobre ellas.   De manera análoga ocurre con el comportamiento de las fi-
bras orientadas en s, como se puede observar en la Ecuación (2.74). 
Observación 2.10   En un punto material, la tasa de deformación ),( txε&  está 
dada por la cinemática de CSDA indicada en la Ecuación (2.70), mientras que 
la tasa de tensión ),( txσ& se calcula en el material compuesto mediante la teoría 
de mezclas con la Ecuación (2.56). 
2.4.2. Condiciones de equilibrio en el material compuesto 
Hipótesis 2.2   Dado que el campo de las tensiones en un punto material está de-
finido en la escala del material compuesto como se indicó en la Observación 
2.10, las ecuaciones de equilibrio y las condiciones de continuidad de tracciones 
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utilizadas en la CSDA sobre materiales homogéneos se pueden aplicar directa-
mente a materiales compuestos. 
Las ecuaciones de equilibrio y las condiciones de continuidad de tracciones en el 
medio continuo de material compuesto se expresan en el Cuadro 2.8, donde b es el vec-
tor de fuerzas de cuerpo, t* es el vector de tracciones prescritas y vt es la normal al con-
torno Γσ.   El subíndice Ω(•)\S indica que la cantidad en cuestión es evaluada en un pun-
to perteneciente a Ω(•) pero fuera de la superficie S.   La superficie de discontinuidad 
divide el dominio Ω en dos partes: Ω+ y Ω-, donde el vector n apunta hacia Ω+ como lo 
indica la Figura 2.11(a).    
 
0=+⋅∇ bσ &&     (equilibrio interno en Ω\S) (2.76) 
*tvσ && =⋅ t          (equilibrio en el contorno Γσ) (2.77) 
0]][[ \\\ =⋅−⋅=⋅ +− ΩΩΩ nσnσnσ SSS &&&   (continuidad de tracciones en Ω\S) (2.78) 
0]][[ \ =⋅−⋅=⋅ +Ω nσnσnσ SS &&&   (continuidad de tracciones en S) (2.79) 
Cuadro 2.8.   Ecuaciones de equilibrio y condiciones de continuidad en el material com-
puesto. 
 
Es imprescindible obtener valores acotados de la tensión en S, para que se cumpla la 
condición de continuidad interna de tracciones expresada en la Ecuación (2.79).   Por 
esto, la metodología de discontinuidades fuertes de continuo permite evaluar un campo 
de tensiones acotadas con el mismo modelo constitutivo del continuo, tanto en la super-
ficie de discontinuidad S, como fuera de ella, a pesar del carácter no acotado de las de-
formaciones en S.    
2.4.3. Análisis de discontinuidad fuerte en el material         
compuesto 
El análisis de discontinuidad fuerte establece las condiciones necesarias para mantener 
la consistencia entre las tensiones y las deformaciones cuando el salto de desplazamien-
to es diferente de cero ( )0]][[ ≠u& .   Bajo estas circunstancias la tasa de la deformación 
en la discontinuidad no está acotada, sin embargo, las tensiones del material compuesto 
y de sus componentes tienen sentido físico sólo si son acotadas.   Esto se logra mediante 
la regularización de algunos parámetros y variables internas del modelo constitutivo. 
En el instante de seudo-tiempo t=tSD a partir del cual se presenta una discontinuidad 
fuerte, la deformación S\Ωε  y su variación respecto al tiempo S\Ωε& , mantienen un valor 
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acotado definido por la parte regular de la Ecuación (2.70).   Del modelo de daño utili-
zado en la matriz se obtiene una tensión ),( \\ mSm S αΩΩ εσ  acotada a partir de la deforma-
ción S\Ωε , asimismo, en los modelos de plasticidad unidimensional utilizados en las 
demás constituyentes del material compuesto, se puede encontrar una tensión acotada en 
función de una de las componentes del tensor de deformación.   La tensión normal en 
las fibras orientadas en la dirección r y s, ),( \)\( frSfr Srr ασ rεr ⋅⋅ ΩΩ  y 
),( \)\( fsSfs Sss ασ sεs ⋅⋅ ΩΩ  respectivamente, son acotadas, al igual que la tensión tangencial 
),2( \)\( τατ fSf Srs sεr ⋅⋅ ΩΩ  producida en la fibra por el efecto pasador.   Además se puede 
indicar que las tasas de tensiones f Srs
fs
Sss
fr
Srr
m
S )\()\()\()\( ,,, ΩΩΩΩ τσσ &&&&σ , también son cantidades 
acotadas. 
Dado que la suma entre valores acotados es igual a otro valor acotado, la tasa de ten-
siones en el compuesto S\Ωσ& definida en la Ecuación (2.80), será también un valor aco-
tado, al igual que la tasa del vector de tracción )( \\ nσt ⋅= ΩΩ SS && . 
f
Srs
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Srr
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 (2.80) 
De acuerdo con la hipótesis básica de continuidad interna de la tasa de tracciones en 
la discontinuidad S, descrita por la Ecuación (2.79), la tasa del vector de tracción del 
material compuesto en la discontinuidad S, )( nσt ⋅= SS && , mantiene un valor acotado, al 
igual que la tasa de tensiones Sσ& .   Dicha tasa de tensiones está definida de acuerdo con 
la teoría de mezclas de la forma: 
{
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f
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 (2.81) 
recordando que km, kfr , kfs , r y s son parámetros acotados. 
Dado que un valor acotado se puede expresar como la suma de varios valores acota-
dos, la tasa de tensiones de cada uno de los componentes en S es también un valor aco-
tado.  
Observación 2.11 Una conclusión importante del análisis de discontinuidad 
fuerte establece que la tasa de tensiones en S de los componentes y en conse-
cuencia del compuesto, son valores acotados a pesar que la tasa de deformacio-
nes Sε&  no lo sea. 
De acuerdo a lo anterior, en el modelo constitutivo continuo de cada componente, 
una tasa de deformación no acotada genera una tasa de tensión acotada.   Esto se consi-
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gue a través de la regularización de algunos parámetros y variables internas, como se 
describe a continuación.    
2.4.3.1. Regularización del modelo constitutivo de la matriz 
La regularización del modelo de la matriz se establece a partir del análisis de disconti-
nuidad fuerte para modelos de daño presentado en (Oliver 2000; Samaniego 2002; Oli-
ver & Huespe 2004a), como se muestra en el Anexo C.4. 
Una condición suficiente para regularizar el modelo consiste en redefinir el paráme-
tro mH  del modelo constitutivo de la matriz como un parámetro de ablandamiento dis-
creto mH , de la forma: 
mSm HH
11 δ=  (2.82) 
donde Sδ  es la función delta de Dirac en la superficie de discontinuidad definida en el 
Anexo F.   De igual manera, la variable interna mSr  en la superficie S, se regulariza a 
través de una variable interna discreta acotada mα , así: 
m
S
m
Sr αδ && =  (2.83) 
Sustituyendo el resultado anterior en la Ecuación (2.4) se obtiene la ley de ablanda-
miento discreto, expresada como: 
mmm Hq α&& =   ;   mmmSDs
m
s Hqq α∆+= )(   (2.84) 
donde )()( tt mSDmm ααα −=∆ , siendo tSD el instante de discontinuidad fuerte. 
2.4.3.2. Regularización de los modelos constitutivos de las fibras 
La regularización para los demás componentes se obtiene a través del análisis de dis-
continuidad fuerte aplicado a un modelo de plasticidad unidimensional según (Simó, 
Oliver et al. 1993), como se describe en el Anexo C.5.   Los ingredientes indicados a 
continuación son aplicables al comportamiento axial de las fibras en r y en s, así como 
también al modelo de acción pasador, dado que estos tres efectos están definidos por un 
modelo del mismo tipo. 
Al igual que en el modelo de daño, la variable interna, la condición de regulariza-
ción del parámetro de ablandamiento y la ley de ablandamiento, para el modelo discreto 
de plasticidad de cada fenómeno en particular se definen como: 
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Cuadro 2.9.   Ecuaciones de regularización de los modelos constitutivos de las 
fibras. 
 
donde los superíndices fr, fs y fτ, indican los parámetros asociados a los modelos de 
fibra axial en r, fibra axial en s y acción pasador, respectivamente. 
2.5. Análisis de bifurcación en el material com-
puesto 
En los ensayos donde el refuerzo está repartido uniformemente en toda la probeta, se 
distinguen las siguientes dos etapas posteriores al régimen elástico del hormigón.   Una 
primera etapa de fisuración distribuida bastante prolongada en virtud de la capacidad del 
acero y de la adherencia hormigón - acero, en la cual se presentan muchas fisuras de 
poca apertura y de separación constante.   Y una segunda fase de fallo discontinuo o 
localizado, presente cuando la apertura de pocas fisuras se impone sobre las demás y 
decae la capacidad estructural (Figura 2.13).   En el contexto de la mecánica del conti-
nuo, el análisis de bifurcación material permite determinar el comienzo y la dirección de 
las fisuras en la etapa de fallo localizado. 
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Figura 2.13.   Esquema de la respuesta estructural de una probeta de material compuesto tipo 
hormigón armado sometida a tracción. 
2.5.1. Criterio de bifurcación 
En materiales compuestos donde las fibras embebidas en la matriz se distribuyen uni-
formemente, se puede considerar que la dirección y el instante de bifurcación estarán 
determinados por las propiedades mecánicas de todos los constituyentes. 
Hipótesis 2.3.   En un punto material, el campo de velocidades, la tasa de de-
formaciones y la tasa de tensiones (obtenida de la relación constitutiva tangente 
mostrada en la Ecuación (2.66)), están definidos en la escala del compuesto.   
Esto permite suponer que el análisis de  bifurcación discontinua utilizado en ma-
teriales homogéneos (Rice 1976; Runesson, Ottosen et al. 1991) es aplicable al 
material compuesto tipo hormigón armado que aquí se presenta.       
Considerando el tensor constitutivo tangente del compuesto en Ω+ igual que en Ω-, 
y sustituyendo la ecuación constitutiva del compuesto (Ecuación (2.66)), en la condi-
ción de continuidad de tracciones (Ecuación (2.78)), se obtiene: 
0εnnσ =⋅=⋅ ]][[:]][[ && tgC  (2.88) 
reemplazando la Expresión (2.71) del salto de la tasa de deformación, 
( ) 0unn =⋅⋅⋅ ]][[ &tgC  (2.89) 
Se define al tensor de localización del material compuesto, como: 
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nnnQ ⋅⋅= tgtg t C),(  (2.90) 
El criterio clásico de bifurcación establecido por (Hill 1962) se escribe de la forma: 
tttg ∀=⋅ 0unQ ]][[),( &  (2.91) 
De acuerdo con la cinemática descrita anteriormente, un salto en el campo de las ve-
locidades diferente de cero, 0u ≠]][[ & , es una condición suficiente para la existencia de 
un modo de discontinuidad fuerte y por tanto, para cumplir la Ecuación (2.91), el tensor 
de localización debe ser nulo en el instante Bt  y en la dirección n, de tal forma que: 
[ ] 0),(det0),( =→= nQnQ BtgBtg tt  (2.92) 
Sustituyendo la Ecuación  (2.67) en la Ecuación (2.90) se puede expresar el tensor 
de localización del material compuesto como: 
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 (2.93) 
Donde nnQ ⋅⋅= mtgmtg C es el tensor de localización de la matriz para un modelo de 
daño isótropo de tracción y compresión diferenciada, obtenido a partir de la Ecuación  
(2.11) de la forma: 
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siendo mm σnt ⋅=  y Ant ⋅=A .   El tensor de localización elástico o tensor acústico de 
la matriz, definido como nnQ ⋅⋅= mm C  (Hill 1962), se expresa como:  
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El escalar φ  y el tensor A indicados en la ecuación anterior están definidos por el 
modelo de daño para problemas bidimensionales, descrito en el Anexo A.1. 
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2.5.2. Estrategia de cálculo 
El instante de localización y la dirección de la discontinuidad se calculan mediante un 
proceso de búsqueda (en cada instante de seudo-tiempo), de los valores mínimos del 
determinante de [Qtg] con respecto a n.   Este procedimiento puede ser muy costoso en 
problemas tridimensionales, sin embargo, en el caso bidimensional el coste es mucho 
menor, primero, porque el determinante a calcular es de orden dos y segundo, porque el 
vector n se puede definir a partir del ángulo θn.    
Como convención se toma θn como el ángulo conformado entre la dirección princi-
pal 1 en deformaciones y el vector n.   Esta notación asegura que los valores mínimos 
del det[Qtg] se presentan entre θn=-90° y θn=+90°, lo cual es importante en el procedi-
miento numérico. 
Observación 2.12   La anisotropía del compuesto producida por la orientación 
de las fibras implica que las direcciones principales sean diferentes en deforma-
ción y en tensión. 
Para cada instante t se buscan los valores mínimos de )),(det( ntg t θQ  en función del 
ángulo nθ  .   Cuando el 0)),(det( =locBtg t θQ  los valores de t y nθ  corresponden al ins-
tante de bifurcación Bt  y al ángulo de localización locθ .   Desde la Figura 2.14 hasta la 
Figura 2.17, se representa gráficamente este procedimiento mediante la curva entre 
))det(/)(det( mtg QQ  y el ángulo nθ , siendo mQ  el tensor de localización elástico de la 
matriz.  Cada mínimo relativo en esta curva se denomina indicador de bifurcación y 
está definido como: 
[ ] { }2,1)),(det(/)),(det(min ∈= itt imitgi θθζ QQ  (2.97) 
2.5.3. Ejemplos en un punto material 
Se analiza un punto de material compuesto tipo hormigón armado para el estado de car-
ga que produciría bifurcación en un material homogéneo tipo hormigón en masa.   Se 
considera un estado tensional en el cual ocurre una deformación axial xxε , siendo 
0== xyyy γε .   Las propiedades del hormigón son: mE =20.0GPa, mν =0.2, fG =100.N/m, muσ =2.00Mpa, y el módulo elástico del acero es frE =200.0GPa.   Los 
coeficientes de participación de las fibras frk  y fsk , y sus direcciónes r y s, cambián de 
acuerdo al ejemplo, pero las propiedades de cada material y el estado tensional indicado 
anteriormente es común (excepto en el Apartado 2.5.3.4).   En los Apartados 2.5.3.1 a 
2.4.3.2, se estudia primero la influencia de la cantidad del refuerzo, después la 
influencia de la dirección de la fibra y finalmente la intervención de dos grupos de 
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fibras perpendiculares entre sí.   En el Apartado 2.5.3.4 se realiza el análisis de 
bifurcación en un punto material con fibras en dos direcciones sometido a cortante. 
2.5.3.1. Influencia de la cantidad de refuerzo en la localización del compuesto 
En el análisis de bifurcación del hormigón en masa representado por la línea a trazos en 
la Figura 2.14, los indicadores de bifurcación mm 21 ,ζζ  son aproximadamente iguales a 
cero y establecen el instante de bifurcación del material homogéneo mBt . 
Para el paso de carga dado en el instante mBt , se comparan tres materiales compues-
tos constituidos por una matriz y un grupo de fibras con diferentes cuantías, orientadas 
en la dirección de la tracción (r = [1,0]T).   Se observa en la Figura 2.14(a) que el au-
mento en la cantidad de refuerzo incrementa los indicadores 21 ,ζζ  y retrasa el instante 
de bifurcación del compuesto Bt , sin embargo se conserva la dirección de localización, 
como se muestra en la Figura 2.14(b). 
 
 
 
Figura 2.14.   Análisis de bifurcación en el material compuesto.   Influencia de la cantidad de 
refuerzo.   Relación det[Qtg]/ det[Qm]  versus dirección de la discontinuidad θn en un estado 
tensional de tracción axial.   Propiedades del hormigón: Em= 20.0 GPa, ν = 0.2, Gf=100 N/m 
σu=2.00 MPa, σu(c)=20.00 MPa y del acero: Ef=200.0 GPa,  ϕfr =0º: (a) gráfica completa, (b) 
acercamiento en uno de los mínimos del det[Qtg]. 
2.5.3.2. Influencia de la dirección de un grupo de fibras en la localización del 
compuesto 
Se presenta en la Figura 2.15(a) y (b), la comparación entre tres materiales, cada uno 
reforzado en una dirección distinta con un grupo de fibras paralelas que representan el  
2% del volumen del compuesto.   Los resultados muestran el indicador de bifurcación y 
la dirección de localización en función de la orientación de la fibra. 
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Como lo demuestra el segundo término de la Ecuación (2.93), influye tanto la rela-
ción entre r y la dirección de la tracción x, como la relación entre r y la normal de la 
discontinuidad n. 
En un material reforzado con fibras inclinadas 30º con respecto a x (Figura 2.15(c)), 
los dos indicadores de bifurcación son diferentes, lo cual establece una sola dirección de 
localización en el instante Btt = . 
 
 
Figura 2.15.   Análisis de bifurcación en el material compuesto. Influencia de la dirección de las 
fibras. Relación det[Qtg]/ det[Qm]  versus dirección de la discontinuidad θ en un estado tensional de 
tracción axial.   Propiedades del hormigón: Em= 20.0 GPa, ν = 0.2, Gf=100 N/m, σu=2.00 MPa, y 
del acero: Ef=200.0 GPa, kfr=0.02: (a)gráfica completa de la comparación entre diferentes 
direcciones de fibra ϕfr, (b)acercamiento de la comparación entre diferentes ϕfr, (c)comparación 
entre los valores mínimos de det[Qtg] para ϕfr=30º, (d) comparación entre los valores mínimos de 
det[Qtg] para ϕfr=0º. 
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En casos especiales en los cuales la dirección de la fibra y de las cargas mantienen la 
simetría del problema, se obtienen dos indicadores de bifurcación iguales tal como ocu-
rre en un material homogéneo (Anexo C.3).   Un ejemplo de ello, es el material com-
puesto reforzado en la dirección de la tracción (r paralelo a la dirección principal 1), 
cuyo resultado se observa en la Figura 2.15(d). 
2.5.3.3. Influencia de segundo grupo de fibras ortogonales 
A continuación se comparan tres materiales reforzados con diferentes cuantías en direc-
ción y (s=[0,1]T) y con un 2% en la dirección x (r=[1,0]T).   La presencia de un segundo 
grupo de fibras en dirección y, retrasa el instante de bifurcación y cambia el ángulo crí-
tico de localización (Figura 2.16), a pesar que el tensor de tensiones sólo tiene compo-
nente en x.   El aporte de la segunda fibra al tensor de localización se anula cuando la 
normal a la discontinuidad n es perpendicular a s, como se puede observar en el tercer 
término de la Ecuación (2.93). 
 
 
 
Figura 2.16.   Análisis de bifurcación en el material compuesto.   Influencia de dos grupos de 
fibras perpendiculares entre sí.   Relación det[Qtg]/ det[Qm]  versus dirección de la discontinuidad θ 
en un estado tensional de tracción axial.   Comparación entre diferentes cantidades de refuerzo en 
s.   Propiedades del hormigón: Em= 20.0 GPa, ν = 0.2, Gf=100 N/m, σu=2.00 MPa, y del acero: 
Ef=200.0 GPa, kfr=0.02.    (a)gráfica completa, (b)acercamiento. 
 
Observación 2.13 La condición de bifurcación depende del estado tensional, de 
las propiedades mecánicas de la matriz y de las fibras, como también de la can-
tidad y dirección de estás ultimas en el compuesto. 
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2.5.3.4. Punto material con fibras en dos direcciones sometido a cortante  
A un punto de material compuesto con dos grupos de fibras orientadas con respecto a x 
30º y 120º, respectivamente, se le impone un desplazamiento tal que produce una 
deformación angular γxy (siendo εxx=0 y εyy=0), en diferentes pasos de carga (t1, t2, t3, t4) 
hasta conseguir el instante de bifurcación Btt = .   La matriz de hormigón tiene módulo 
elástico Em=20.0 GPa, relación de Poisson νm=0.2, energía de fractura Gf=100 N/m, 
tensión última a tracción σu=2.0 Mpa y a compresión σu(c)=20.0 Mpa.   Las fibras de 
acero tienen un módulo elastico Ef=200.0 GPa, una cuantía igual en r y en s de 
02.0== fsfr kk .    
La Figura 2.17 muestra la variación del determinante de [Qtg] con respecto al ángulo 
θn.   Aquí se observan dos valores diferentes del indicador de bifurcación, incluso para 
niveles de deformación previos al instante de bifurcación, que traen como consecuencia 
un solo ángulo θloc.    
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.17.   Análisis de bifurcación en el material compuesto.   det[Qtg] para diferentes nive-
les de deformación angular γxy (siendo εxx=0 y εyy=0) y posibles direcciones de la discontinui-
dad θn.   Propiedades del hormigón: Em= 20.0 GPa, ν = 0.2, Gf=100 N/m σu=2.00 MPa, 
σu(c)=20.00 MPa y del acero: Ef=200.0 GPa,  ϕfr =30º, kfr=kfs=0.02. 
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2.6. Implementación de la formulación en el mé-
todo de los elementos finitos. Elementos con 
discontinuidades embebidas 
La formulación presentada en los apartados anteriores ha sido implementada en un pro-
grama de análisis bidimensional con elementos finitos, considerando no linealidad ma-
terial y deformaciones infinitesimales (Cervera, Agelet et al. 2001).   En general, se ha 
adicionado un nuevo modelo constitutivo para un material compuesto tipo hormigón 
armado equipado con la CSDA (Oliver, Huespe et al. 2004a; Oliver, Huespe et al. 
2005a; Blanco 2006), que cuenta con las siguientes características: 
• En el modelo numérico se utilizan elementos finitos que puedan capturar los sal-
tos agregando modos enriquecidos de deformación, los cuales están controlados 
por grados de libertad adicionales.   Estos elementos especiales capaces de in-
cluir la discontinuidad del desplazamiento en su interior se denominan elementos 
finitos con discontinuidades embebidas (Figura 2.18) (Simó, Oliver et al. 1993).   
Cada elemento tiene soporte elemental de la función de  enriquecimiento, permi-
tiendo la condensación a nivel del elemento, de los grados de libertad relaciona-
dos con el salto. 
• Se considera que la cinemática captura el movimiento de cuerpo rígido de las 
partes del elemento separadas por la línea de discontinuidad, pero al mismo 
tiempo, busca mantener la simetría de la matriz de rigidez, produciendo condi-
ciones de continuidad de tracciones aproximadas.   Estas consideraciones des-
criben al elemento simétrico cinemáticamente consistente (Jirasek 2000). 
Observación 2.14 En un elemento simétrico cinemáticamente consistente la ma-
triz de rigidez pierde su simetría si el operador constitutivo tangente no es simé-
trico.   En la formulación presentada esto ocurre cuando el tensor A del modelo 
constitutivo de la matriz  es diferente de cero (Ecuación (2.11)). 
• El uso del algoritmo de integración implícito de modelos constitutivos equipa-
dos con deformaciones por ablandamiento, permite obtener una buena solución 
con pasos de tiempo grandes.   A pesar de esto, el mal condicionamiento de la 
matriz de rigidez del problema dificulta su convergencia.   Por esta razón, la 
formulación presentada utiliza el esquema de integración implícito-explicito 
propuesto en (Oliver, Huespe et al. 2004a; Oliver, Huespe et al. 2005a), el cual 
garantiza el carácter positivo definido de la matriz de rigidez algorítmica del 
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problema, aumentando sustancialmente la robustez y estabilidad de la solución.   
El Anexo E describe esta forma de integrar el modelo constitutivo. 
 
Figura 2.18.   Implementación de la formulación en el MEF.   Elemento triangular lineal con 
discontinuidades embebidas: (a) función de Heaviside.   (b) función ϕ.   (c) función elemental 
de salto unitario, (d) función Delta de Dirac regularizada, (e) grados de libertad (desplaza-
mientos compatibles y saltos). 
• Del análisis de bifurcación material se obtiene la dirección de la discontinuidad 
en un elemento finito, pero se ignora cuál es su posición dentro de él (Figura 
2.19(a)).   Se requiere entonces, un algoritmo que establezca el lugar geométrico 
de la línea de discontinuidad en el interior de cada elemento, de tal forma que 
asegure la continuidad entre los segmentos que conforman la trayectoria de dis-
continuidad del sólido (Figura 2.19(b)).   La estrategia global del trazado de las 
líneas de discontinuidad descrita en (Samaniego 2002; Oliver & Huespe 2004a) 
y utilizada en este trabajo cumple ese objetivo, como se indica en el Anexo D.   
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Otros autores (Sancho, Planas et al. 2004; Sancho, Planas et al. 2005; Sancho, 
Planas et al. 2007) han desarrollado algoritmos locales sin necesidad de estable-
cer la continuidad interelemental de la fisura, considerando un modelo cohesivo 
de fuerzas centrales y una dirección de propagación normal a la tensión principal 
mayor. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.19.   Implementación de la formulación en el MEF.   Trazado de las líneas de discon-
tinuidad: (a) posición aleatoria de la línea de discontinuidad en el interior de dos elementos 
finitos, (b) alineación entre las trayectorias de discontinuidad de dos elementos finitos. 
 
2.6.1. Cinemática de la deformación del material compuesto 
Para un elemento triangular lineal (Figura 2.18(e)), la tasa de desplazamientos de un 
punto x en su interior, se obtiene de la discretización espacial de la Ecuación (2.68), 
como: 
)()()()(),( )()(
3
1
)()( ttNt eeSi
i
e
i
e
βxdxxu &&& M+=∑
=
 (2.98) 
donde )()( xeiN  es la función de forma del elemento en el nodo i, id&  es el vector de tasa 
de desplazamiento compatible del nudo i, )(eβ&  es el vector de saltos de la tasa de despla-
zamiento.   En un espacio bidimensional [ ]Tiii vu &&& =d  y [ ]Tyxe ββ &&& =)(β .    
Siendo ς  el conjunto de elementos finitos que han sido cruzados por una superficie 
de discontinuidad S, la función elemental discreta de salto unitario para un elemento 
triangular lineal )()( xeSM  (Figura 2.18), será: 



∈∀−
∉∀
= ςϕ
ς
e
e
ee
S
e
S )()(
0)( )()()( xxx HM  (2.99) 
donde, 
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)()( xeiN +  es la función de forma del nudo i+ perteneciente a la parte +Ω  del elemento 
finito.    
Derivando la Expresión (2.98) se obtiene la tasa del campo de deformaciones en un 
punto x dentro de un elemento finito y en un instante t, así: 
( ) s)(s)(3
1
)()()( )()(),( ekSe
i
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i
ese Nt βnβduxε &&&&& ⊗+⊗∇−⊗∇=∇= ∑
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δϕ  (2.101) 
Por propósitos computacionales es necesario regularizar la función delta de Dirac 
k
Sδ  en términos del parámetro k de la forma: 
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donde Sk es una banda de espesor de espesor k alrededor de S.   La Figura 2.18(d) ilustra 
esta función para un elemento triangular lineal. 
Observación 2.15 Los tensores de segundo orden como la tensión y la deforma-
ción se representan en notación de Voigt en dos dimensiones mediante un vector 
de la forma [ ]Txyyyxx )(,)(,)(}{ •••=• .   Sin embargo, el tensor de localización de 
la Ecuación (2.93) se transforma en una matriz cuadrada. 
En forma matricial y en el contexto del método de los elementos finitos (Hughes 
2000), la tasa deformaciones en dos dimensiones se expresa como: 
{ } [ ]{ } [ ]{ })()()()( eeee βGdBε &&& +=   o   { } [ ] 
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[ ] [ ] [ ] { } [ ]TxyyyxxTyxeTiiiTe vu γεεββ &&&&&&&&&&&&&& ,,,,,, )(321)( ==== εβddddd  
(2.103) 
Comparando la Ecuación (2.101) que define la deformación de forma tensorial, con 
la Ecuación matricial (2.103), se obtienen las matrices características del elemento finito 
)(eB  y )(eG , así: 
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2.6.2. Condiciones de equilibrio del material compuesto 
Las ecuaciones de equilibrio se pueden expresar en forma débil mediante una formula-
ción variacional que asegure la simetría de la matriz de rigidez indicada a continuación 
(Samaniego 2002; Oliver, Huespe et al. 2003).   Sea un campo de variaciones admisi-
bles de la deformación del tipo: 
{ { uu
mejoradaparte
s
compatibleparte
s
′
∈′∈′∇+∇= VV ηηηηγ ;;  (2.106) 
donde εVV
~
,u  son los espacios funcionales para los desplazamientos regulares admisibles 
η , y los desplazamientos discontinuos γη ~SM=′ , respectivamente.   Se cumple que: 
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 (2.108) 
Se puede demostrar que el formato variacional expresado en las ecuaciones anterio-
res es equivalente a una formulación variacional estáticamente consistente (Samaniego 
2002).   El gradiente de la tasa de desplazamiento admisible es igual a: 
{ } [ ]{ } [ ]{ }γGηBη ~)()( ees +=∇  (2.109) 
Por lo tanto, la expresión incremental de fuerzas residuales en un elemento finito es 
de la forma: 
[ ] { } { } { })()()( eeextTe RFd
e
&&& =−Ω∫
Ω
σB  (2.110) 
[ ] { } { })()( eTe rd && =Ω∫
Ω
σG  (2.111) 
Un modelo del fallo material del hormigón armado, mediante la CSDA y la teoría de mezclas                   73
 
El vector incremental de fuerzas externas en el elemento es { })(eextF& , y el vector de la 
tasa de tensión del material compuesto en dos dimensiones es: 
{ } [ ]Txyyyxx σσσ &&&& =σ  (2.112) 
2.6.3. Matriz de rigidez del elemento finito 
La ecuación constitutiva tangente del material compuesto indicada en la expresión 
(2.66) se puede escribir en notación matricial como: 
{ } [ ] { }εσ && tgC=  (2.113) 
donde [Ctg] es el operador constitutivo tangente del material compuesto en notación de 
Voigt en el caso bidimensional. 
Sustituyendo la Ecuación (2.113) en las Expresiones (2.110) y (2.111) se puede ob-
tener la siguiente ecuación matricial: 
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donde, 
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Observación 2.16 De la Ecuación (2.115) se concluye que la rigidez tangente 
del material compuesto [K(e)] se expresa mediante una matriz simétrica, siempre 
que la matriz constitutiva tangente [Ctg] también lo sea. 
El enriquecimiento elemental permite incluir los grados de libertad asociados al salto 
de los desplazamientos en la ecuación matricial de equilibrio del elemento, como lo 
muestra la Expresión (2.114).   Asimismo, se puede reducir el tamaño de la matriz de 
rigidez mediante un proceso de condensación de esos grados de libertad. 
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2.6.4. Vector de tasa de tensiones del material compuesto 
La tasa de tensión de la matriz obtenida del modelo de daño es el vector indicado en la 
Ecuación (2.117).   El tensor frrσ&)( rr ⊗ que indica la tasa de tensión de la fibra en r está 
representado por el vector de la Ecuación (2.118).   De igual manera, los tensores 
f
ssσ&)( ss ⊗  y frssτ&)(2 sr ⊗ se representan matricialmente en las Ecuaciones (2.119) y 
(2.120).   La tasa de tensión del compuesto indicada en la Ecuación (2.56) se puede es-
cribir notación de Voigt como: 
{ } { } { } { } { }τffsfrfsfsfrfrmm kkkkk σσσσσ &&&&& )( ++++=  (2.116) 
Los vectores de la tasa de tensión de cada componente se presentan en el Cuadro 
2.10. 
  
{ } [ ]Tmxymyymxxm σσσ &&&& =σ  (matriz) (2.117) 
{ } [ ] fr
rr
T
yxyx
fr
rrrr σ&& 22=σ  (fibra deslizante en r) (2.118) 
{ } [ ] fsssTyxyxfs ssss σ&& 22=σ  (fibra deslizante en s) (2.119) 
{ } [ ] f
rs
T
rsyyxx
f srsr τφτ && 2=σ  (acción pasador) (2.120) 
)(5.0 xyyxrs srsr +=φ    
Cuadro 2.10.   Vector de tasa de tensiones en cada componente. 
 
2.6.5. Matriz del operador constitutivo tangente del material 
compuesto 
El operador constitutivo tangente del material compuesto indicado en la Ecuación (2.66) 
como un tensor de cuarto orden, se representa a continuación en notación de Voigt me-
diante una matriz [Ctg], de la forma: 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]τftgfsfrdstgfsdrtgfrmtgmtg kkkkk CCCCC )( ++++=  (2.121) 
El operador constitutivo tangente de la matriz esta dado directamente por el modelo 
de daño, y en cambio la matriz constitutiva de los demás componentes en una base or-
togonal xy es igual a: 
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Cuadro 2.11.   Matriz del operador constitutivo tangente en cada componente. 
 
2.6.6. Matriz de localización del material compuesto 
Finalmente, el tensor de localización mostrado en la Ecuación (2.93), se representa me-
diante una matriz cuadrada de orden dos en un espacio bidimensional, como lo indica la 
siguiente ecuación, de tal forma que el determinante de dicha matriz permita establecer 
la condición de bifurcación. 
[ ] 
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tgtg QQ
QQQQ  (2.125) 
La matriz de localización del material compuesto se puede escribir como la suma 
ponderada de las contribuciones de los componentes, así: 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]τftgfsfrdstgfsdrtgfrmtgmtg kkkkk QQQQQ )( ++++=  (2.126) 
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2.6.7. Algoritmo de cálculo 
El procedimiento de cálculo en el modelo constitutivo del material compuesto consiste 
en: 
• Evaluar las componentes de deformación en la base rs como lo indican las 
Ecuaciones (2.52) a (2.55). 
• Calcular la tensión y el módulo tangente de cada modelo constituyente a partir 
de la componente de deformación y de las variables internas particulares. 
• Evaluar el tensor de tensiones del material compuesto con la Ecuación (2.56) y 
el tensor constitutivo tangente con la Ecuación (2.67). 
• Realizar un análisis de bifurcación del material compuesto, en el cual se busca el 
primer paso de carga y la dirección de la superficie de discontinuidad, cuando el 
determinante del tensor de localización (Ecuación (2.93)) es igual a cero. 
En el diagrama de flujo presentado en la Figura 2.20, se observa que la deformación 
del compuesto y las variables internas de los componentes, son los parámetros de entra-
da, mientras que la tensión, el operador constitutivo tangente, el instante y  la dirección 
de localización del material compuesto son las variables de salida.    
El modelo de fallo material del hormigón armado presentado en este trabajo, incor-
pora la metodología de discontinuidades fuertes de continuo y la teoría de mezclas de 
materiales compuestos, principalmente a nivel del elemento finito, como lo muestra la 
Figura 2.21.   Sin embargo, el trazado de las líneas de discontinuidad detallado en el 
Anexo D, está definido a nivel global. 
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Figura 2.20.   Modelo constitutivo del material compuesto.   Diagrama de flujo del cálculo del 
tensor de tensiones, el tensor constitutivo tangente y el análisis de localización. 
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Figura 2.21.   Diagrama de flujo del análisis con elementos finitos. 
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2.7. Recapitulación 
A continuación se resume la formulación del modelo presentado en este capítulo, con el 
fin de recordar los elementos más importantes expresados en los apartados anteriores. 
• La formulación presentada describe el proceso de fractura en sólidos de hormi-
gón armado, utilizando la metodología de discontinuidades fuertes de continuo 
(CSDA) (Oliver 1996b; Oliver 1996a; Samaniego 2002; Oliver, Huespe et al. 
2005a), para representar la formación y propagación de discontinuidades en el 
medio y la teoría de mezclas para definir el modelo constitutivo de material 
compuesto tipo hormigón armado. 
• Cada punto del medio continuo obedece al comportamiento de un material com-
puesto conformado por una matriz de hormigón y dos paquetes de fibras largas 
de acero de refuerzo, perpendiculares entre sí, orientadas en las direcciones r y s, 
respectivamente. 
• El comportamiento de la matriz de hormigón y de las fibras de acero, como tam-
bién, la acción pasador y la pérdida de adherencia entre hormigón y acero, se re-
presentan mediante modelos constitutivos particulares.   La matriz se representa 
con un modelo de daño escalar con tracción y compresión diferenciada (Oliver, 
Cervera et al. 1990), y los demás comportamientos se describen mediante mode-
los de plasticidad unidimensional (Simó & Hughes 1998). 
• El campo de deformaciones está definido sobre el material compuesto como una 
cantidad común para la matriz y las fibras, como se muestra en las Ecuaciones 
(2.52) a (2.55).   Al obtener las deformaciones a partir del campo de los despla-
zamientos se puede asegurar que este último también esta determinado en la es-
cala del compuesto.   Por lo tanto, la cinemática enriquecida definida en la 
CSDA se aplica a un material compuesto de la misma forma que se utiliza en un 
material homogéneo como se muestra en las Ecuaciones (2.68) y (2.70). 
• La tensión del material compuesto evaluada en la Ecuación (2.56), es el resulta-
do de la suma ponderada de las tensiones de los componentes.   Dado que el 
campo de tensiones de un punto material esta definido en la escala del compues-
to, las ecuaciones de equilibrio y las condiciones de continuidad de tracciones 
coinciden con las presentadas para material homogéneo, como lo indican las Ex-
presiones (2.76) a (2.79). 
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• La característica anterior, permite suponer que el análisis de  bifurcación discon-
tinua utilizado en materiales homogéneos es aplicable al compuesto tipo hormi-
gón armado, evaluando el tensor de localización del material compuesto presen-
tado en la Ecuación (2.93).   De esta manera, la inestabilidad material y la direc-
ción de la discontinuidad dependen del comportamiento y cantidad de los consti-
tuyentes del compuesto. 
• En el análisis de bifurcación del material compuesto se presenta un algoritmo de 
búsqueda del indicador de bifurcación para problemas bidimensionales, entendi-
do como el valor mínimo del determinante del tensor de localización del com-
puesto en función de la dirección de la discontinuidad.  
• En la implementación de la formulación en el método de los elementos finitos se 
utilizan elementos finitos con discontinuidades embebidas (Simó, Oliver et al. 
1993), los cuales cuentan con soporte elemental de la función de  enriquecimien-
to, permitiendo la condensación a nivel del elemento, de los grados de libertad 
relacionados con el salto. 
Capítulo 3                                                                                                                                                                 
Ejemplos de simulación numérica 
La validación de la formulación propuesta se realiza mediante la simulación numérica 
de diferentes ensayos.   En este capítulo se presentan los resultados del modelado de 
probetas de hormigón armado sometidas a tracción, flexión y cortante. Asimismo, se 
compara la respuesta estructural y la distribución de fisuras calculada, con los resultados 
experimentales encontrados en referencias específicas. 
3.1. Consideraciones generales 
La simulación numérica de ensayos de hormigón armado desarrollada en este trabajo, 
presenta las siguientes características: 
• En el problema se consideran deformaciones infinitesimales, estado plano de 
tensiones y no linealidad del material. 
• El análisis numérico utiliza elementos finitos triangulares lineales con disconti-
nuidades embebidas. 
• La simulación se ejecutó hasta niveles de carga superiores a los previstos en los 
experimentos de referencia, debido al interés en la respuesta estructural de las 
probetas por encima de los límites de adherencia o, en algunos casos, de fluencia 
del acero de refuerzo. 
• La trayectoria de las fisuras para los diferentes estados de carga se ha estableci-
do a partir de las líneas de iso-desplazamiento.   La formación de una fisura ocu-
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rre debido a un proceso de localización de las deformaciones, el cual se puede 
observar en las zonas donde hay menos separación entre líneas de iso-
desplazamiento. 
• En algunos ensayos el acero de refuerzo no está distribuido en todo el volumen 
de la pieza, ubicándose en una o varias franjas delgadas que ocupan una pequeña 
porción del espécimen.   En estos casos se discretiza el medio con elementos fi-
nitos asociados a dos tipos de materiales.   En las zonas reforzadas de la probeta 
se utilizan elementos de material compuesto de acuerdo con la formulación pre-
sentada en los capítulos precedentes, constituidos por los correspondientes por-
centajes en volumen de matriz de hormigón y de uno o dos grupos de fibras de 
acero.   En el resto de la pieza se usan elementos de material homogéneo tipo 
hormigón en masa representados por el modelo de daño con tracción y compre-
sión diferenciada ilustrado en el Apartado 2.2.1. 
• A diferencia de los modelos mesoscópicos donde se describe el problema en la 
escala del tamaño de la fibra, la banda de material compuesto puede tener una 
altura mayor al diámetro de las barras sin pérdida de aproximación de la res-
puesta de la estructural. 
• Cuando el acero de refuerzo está distribuido uniformemente por todo el volumen 
del elemento estructural, es decir, la cuantía y la disposición de las barras en la 
pieza son constantes, todos los elementos finitos de la malla están asociados al 
mismo material compuesto.  
El comportamiento del material compuesto tipo hormigón armado se caracteriza de 
la siguiente manera: 
• La matriz de hormigón obedece a un modelo de daño escalar isótropo definido 
por el módulo de Young mE , la relación de Poisson mν , la energía de fractura 
fG , la resistencia uniaxial a tracción muσ  y a compresión 
m
cu )(σ . 
• El paquete de fibras de acero en la dirección r responden a un modelo de plasti-
cidad unidimensional descrito por el módulo de Young frE , la tensión de fluen-
cia fryσ , y el parámetro de endurecimiento frH .   La cantidad y dirección de las 
fibras en el compuesto se determinan mediante el coeficiente de participación 
frk  y el ángulo formado entre el eje x y el vector r, respectivamente. 
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• De la misma forma indicada anteriormente, el grupo de barras de refuerzo orien-
tadas en una dirección s (perpendicular a r), está definida por los parámetros 
mecánicos fsE , fsyσ  y 
fsH , así como por el coeficiente de participación fsk . 
• Los efectos del deslizamiento entre la fibra en r y la matriz se caracterizan a par-
tir de la curva fuerza-desplazamiento obtenida en algunos ensayos de arranca-
miento, donde se extrae una barra de diámetro d embebida en el hormigón una 
longitud iL .   La rigidez )( iiP δ  y la carga máxima imaxP  conseguida en el en-
sayo definen el módulo de deslizamiento irE  y la tensión de pérdida de ad-
herencia iradhσ  de un modelo unidimensional con plasticidad perfecta, como lo 
indica el Apartado 2.2.3.   De igual manera, para las fibras en dirección s, se es-
tablecen los parámetros isE  y isadhσ . 
• En los ensayos en los cuales se impone el modo I de fallo, los efectos produci-
dos por la capacidad a cortante de las barras en las caras de una fisura o acción 
pasador se consideran despreciables. 
• En las simulaciones de paneles a cortante, el mecanismo por el cual se produce 
la acción pasador, corresponde al corte directo en las barras que atraviesan la fi-
sura.   Esté fenómeno se caracteriza mediante un modelo elasto-plástico que re-
laciona la deformación angular y la tensión cortante equivalente en la fibra 
(Apartado 2.2.5), para el cual, el operador elástico es igual al módulo a cortante 
del acero )1(2 fff EG ντ +=  y la tensión cortante de fluencia corresponde a  
3fy
f
y στ =  de acuerdo con el criterio de Von Mises para un estado de corte 
puro.   En general se considera plasticidad perfecta en este modelo, es decir, 
0=τfH . 
• El coeficiente de participación volumétrica de las fibras se obtiene como el co-
ciente entre el volumen de las barras de acero y el volumen total de la zona con-
siderada de material compuesto. 
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3.2. Separación entre fisuras y longitud de la zona 
de deslizamiento  
3.2.1. Definición de la zona de deslizamiento 
La longitud de la zona de deslizamiento alrededor de una fisura o simplemente longitud 
de deslizamiento 2Ls se define como aquella distancia en la cual se presenta un despla-
zamiento relativo entre el hormigón y el acero de refuerzo (Bazant & Cedolin 1980). 
 
 
Figura 3.1.  Efectos del deslizamiento hormigón-acero a los lados de fisuras primarias: (a) 
Esquema, (b) tensiones sobre la barra, (c) tensión cortante en el hormigón que rodea a la barra, 
(d) tensión axial en el acero de refuerzo, (e) tensión normal en el hormigón. 
 
En ensayos de hormigón armado sometido a tracción se presenta una fisura impor-
tante o fisura primaria, que induce la formación de pequeñas fisuras alrededor de ella o 
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τ
ss dσσ +sσ
d
42dAs pi=
dp s pi=
fisuras secundarias (Goto & Otsuka 1979).   La región definida a cada lado de una fisu-
ra primaria donde se presentan fisuras secundarias se considera la zona de deslizamiento 
hormigón-acero, como se muestra en la Figura 3.1(a).   Allí mismo también se observa 
la distancia entre dos fisuras primarias consecutivas dc denominada en general separa-
ción entre fisuras. 
Dado que las fisuras secundarias alrededor de dos fisuras principales consecutivas se 
propagan sin superponerse, la separación entre ellas dc debe ser mayor o a lo sumo igual 
a la longitud de la zona de deslizamiento a ambos lados de una discontinuidad 2Ls, es 
decir, sc Ld 2≥  (Figura 3.1(a)). 
El fenómeno de deslizamiento ocasiona una tensión cortante adicional  en la superfi-
cie de interfaz, debido a la fricción entre la barra y el hormigón circundante (Figura 
3.1(b)), denominada tensión cortante de adherencia cτ . 
Estableciendo el equilibrio de fuerzas en una porción infinitesimal de barra de re-
fuerzo, donde se produce un deslizamiento hormigón-acero (Figura 3.2), se obtiene que, 






=





=
dx
dd
dx
d
p
A ss
s
s σσ
τ
4
 (3.1) 
Si la única tensión transferida a la barra es debida a la fricción por deslizamiento, en 
la ecuación anterior, τ  corresponderá a cτ , que a su vez será igual a la tensión cortante 
en el hormigón circundante al refuerzo.   En tal caso, la tensión cortante de adherencia 
cτ  es proporcional a la variación de la tensión axial en el acero sσ  con respecto a x.   
La Figura 3.1(c)-(d) indican la tensión cortante en el hormigón vecino a la barra y la 
tensión axial en el acero de refuerzo.   Allí se observa que cτ  actúa en una distancia 2Ls 
por cada fisura y que en la zona de adherencia perfecta entre ambos materiales 0=cτ  
mientras sσ  permanece constante. 
 
 
Figura 3.2.  Diagrama de cuerpo libre de un elemento infinitesimal de barra de refuerzo. 
 
En una probeta de hormigón armado donde se impone un desplazamiento horizontal 
igual en toda la sección transversal de uno de sus extremos, manteniendo fijo el otro 
(Figura 3.4(a)), la tensión cortante en el hormigón es el resultado del efecto del desliza-
miento del refuerzo. 
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Figura 3.3. Material compuesto sometido a tracción: (a) esquema general, (b) volumen repre-
sentativo, (c) relación entre la longitud de deslizamiento fibra-matriz y la separación entre fisu-
ras transversales en la matriz en función de la tensión aplicada, según (Liao & Reifsnider 2000). 
 
En (Hutchinson & Jensen 1990; Okabe, Komotori et al. 1999; Liao & Reifsnider 
2000; Ogasawara, Ishikawa et al. 2001), se presenta un modelo para evaluar la resisten-
cia última de un material compuesto reforzado con fibras unidireccionales, observando 
la distancia entre fisuras transversales en la matriz y la longitud de la zona de desliza-
miento a medida que se incrementa la carga.   Ellos utilizan un modelo probabilista que 
representa un material compuesto fisurado sometido a tracción (Figura 3.3(a)), a través 
de un volumen representativo (Figura 3.3(b)), que incluye el plano de fisura de la ma-
triz, la zona de despegue y la zona que permanece adherida.   La Figura 3.3(c) muestra 
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la relación de ambas distancias versus la tensión aplicada para un problema unidimen-
sional.   Aquí se observa, un nivel de carga en el cual se produce el despegue total entre 
fibra y matriz cuando la separación entre fisuras es igual a la longitud de deslizamiento.   
Para cargas mayores ambas longitudes permanecen constantes e iguales a la distancia 
de saturación de fisuras, debido a la imposibilidad de transferencia de tensiones entre 
matriz y fibras. 
3.2.2. Panel heterogéneo con refuerzo elástico en el centro 
A continuación se describen los resultados de la simulación numérica de una probeta de 
hormigón armado sometida a tracción, que tiene una longitud de L=500mm y una sec-
ción transversal cuadrada de h=50mm de lado, como lo muestra la Figura 3.4(a).   El 
desplazamiento impuesto en el extremo libre δ está asociado a la fuerza F que corres-
ponde a la sumatoria de todas las fuerzas presentes en los puntos de ese mismo extremo.   
El refuerzo consiste en una barra de acero de d=10mm de diámetro situada en el centro 
de la pieza.   La entalla, ubicada en el extremo derecho de la probeta, tiene como finali-
dad inducir la aparición de la primera fisura en un lugar específico, dado el estado 
homogéneo inicial del campo de las deformaciones. 
Las propiedades mecánicas del hormigón se resumen en el siguiente cuadro: 
 
Hormigón    
módulo de Young: =mE  27.35 GPa energía de fractura: =fG  100N/m 
relación de Poisson: =mν  0.2 resistencia a tracción: =muσ  3.19MPa 
    
Acero    
módulo de Young: =frE  191.58 GPa   
    
Cuadro 3.1.   Propiedades mecánicas de los materiales componentes. 
 
La longitud de la probeta y el nivel de carga aplicado, elegidos para este ejemplo, 
permiten distinguir tanto separación entre fisuras, como la longitud de deslizamiento.  
La zona de deslizamiento alrededor de cada fisura está determinada por la distribu-
ción de la tensión cortante de adherencia en la interfaz hormigón-acero.   Al imponer un 
desplazamiento común del hormigón y del acero en los extremos de la probeta, se ase-
gura que la tensión cortante de adherencia corresponda a la tensión cortante del hormi-
gón que circunda la barra de refuerzo. 
Con el fin de observar la mayor cantidad de fisuras que pueden desarrollarse en una 
probeta de gran longitud, se ha considerado comportamiento elástico del acero y ad-
herencia perfecta fibra-matriz en el material compuesto ( ∞→irtgE ). 
Por otro lado, en ensayos a tracción como este, el estado tensional no produce fisu-
ras en modo II de fractura, y por lo tanto la acción pasador desaparece ( 0=frsγ ). 
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Figura 3.4.  Simulación numérica de un ensayo a tracción con refuerzo en el centro: (a) esquema 
descriptivo, (b) malla de elementos finitos. 
 
El problema se reduce a un espacio bidimensional al considerar que una banda de 
hormigón armado de 10mm x 50mm x 500mm (Figura 3.4(a)), se representa en el plano 
xy mediante un modelo de material compuesto.   De esta manera, el campo de las ten-
siones en el material homogéneo y en el material compuesto está contenido en el plano 
xy, con lo cual, se tiene una condición plana de tensiones con un espesor 50mm. 
Aprovechando la simetría del problema, se modeló la mitad de la pieza con una ma-
lla estructurada de 1000 elementos finitos triangulares lineales de 5mm de lado.   En la 
Figura 3.4(b), el tono claro corresponde a los elementos de hormigón en masa represen-
tados por un modelo de daño escalar isótropo, en cambio, el tono oscuro corresponde a 
los elementos de material compuesto constituidos por matriz de hormigón y fibras de 
acero, modelados de acuerdo a la formulación presentada. 
El coeficiente de participación del acero frk  en la banda de material compuesto de 
altura dhmc = , se obtiene como el cociente entre el volumen de la barra de refuerzo 
42dLV f pi=  y el volumen total de la franja de material compuesto mchhLV ··= .   Por 
lo tanto, 157.04 == hdk fr pi . 
La respuesta estructural de la probeta se representa en la Figura 3.5(a), como la 
relación entre la tensión media equivalente 2hF=σ  dividida en la resistencia a 
tracción del hormigón muσ  y el desplazamiento en el extremo libre δ dividido en la 
longitud de la probeta L.   En esta figura se distinguen las siguientes tres etapas: 
• Etapa I. Régimen elástico de ambos materiales representado por la pendiente 
inicial de la curva. 
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• Etapa II. Degradación del hormigón sin localización de la deformación en virtud 
de la presencia del acero. 
•  Etapa III.  Clara localizacion de la deformación en la zona de hormigón en 
masa de la probeta.   Se desarrolla entre los instantes de carga 1 al 7. 
 
 
Figura 3.5.  Simulación numérica de un ensayo a tracción con refuerzo en el centro: (a) relación 
(tensión equivalente/ resistencia del hormigón) versus (desplazamiento en el extremo / longitud 
de la probeta), (b) evolución de la longitud de la zona de deslizamiento y distancia entre fisuras 
en función de la tensión equivalente, (c) líneas de igual de desplazamiento y separación entre 
fisuras para el instante 4, (d) tensión cortante a lo largo de la pieza en la zona de material com-
puesto y longitud de la zona de despegue en el instante 4. 
 
En los resultados del modelo numérico, se calcula la separación entre fisuras cd , 
como la distancia entre dos zonas consecutivas donde se han concentrado las líneas de 
iso-desplazamiento, es decir, donde se ha producido localización de la deformación.   La 
Figura 3.5(c) indica las distancias )1(cd  y )2(cd  como la separación entre las fisuras F1 y 
F2, y entre las fisuras F2 y F3, respectivamente.   En cambio, la longitud de la zona de 
deslizamiento se puede medir observando la distribución de la tensión cortante del hor-
migón en la interfaz (sobre los elementos finitos de material compuesto), a izquierda y 
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derecha de cada fisura: )1(2 sL  y )2(2 sL , como lo muestra la Figura 3.5(d).   El valor me-
dio de esta distancia en un instante de carga específico, corresponde a la sumatoria de 
longitudes de deslizamiento )(2 isL  divididas entre el número de fisuras. 
La Figura 3.5(b) muestra la evolución de la longitud de la zona de deslizamiento a 
ambos lados de una fisura y de la separación entre ellas, medida a partir del mapa de 
líneas de iso-desplazamiento (Figura 3.6) y del diagrama de tensión cortante del hormi-
gón vecino al refuerzo (Figura 3.7), tomando siete instantes de referencia.   La distancia 
cd  presentada en esta gráfica corresponde máximo de la colección de valores )(icd , 
siendo i+1 el número de fisuras.   La línea continua indica la variación del valor prome-
dio de la zona de deslizamiento a ambos lados de una fisura 2Ls y la línea a trazos des-
cribe la evolución de la separación entre fisuras cd , en función de la tensión equivalente 
2hF=σ .   Se observa que cd  se reduce hasta una asíntota inferior llamada distancia 
de saturación entre fisuras satd  (Liao & Reifsnider 2000), dada en los instantes 6 y 7.   
Lo anterior significa, que a pesar del aumento del nivel de carga se forma un número 
máximo de fisuras.   Por otro lado, la zona de deslizamiento crece progresivamente has-
ta alcanzar el mismo valor de la separación  entre fisuras en el paso de carga número 5.   
A partir de este momento, es decir, durante los instantes 5 al 7, las dos distancias per-
manecen aproximadamente iguales hasta conseguir la condición de saturación de fisu-
ras, esto coincide con el comportamiento indicado en la Figura 3.3(c). 
Observación 3.1   Durante el proceso de fallo de una probeta a tracción de 
hormigón reforzada en el centro, tanto la cantidad de fisuras como la zona de 
deslizamiento entre ellas, aumenta progresivamente.   Sin embargo, después de 
ocurrido el despegue total entre ambos materiales, la pérdida de transferencia 
de tensiones impide la formación de nuevas discontinuidades en el hormigón, 
manteniendo constante la separación entre las fisuras existentes.   Esta etapa se 
denomina condición de saturación de fisuras. 
En los instantes 1 y 2 se produce una sola fisura, para la cual se mide una zona de 
despegue a su alrededor, a pesar que aún no exista una distancia entre fisuras (Figura 
3.6(a)-(d)).   A partir del instante 3 y durante los instantes 4 y 5, se activan más fisuras 
desde los extremos hacia el centro de la probeta como lo indica la Figura 3.6(e)-(h) y  
Figura 3.7(a)-(b).   La distribución de las fisuras se mantiene constante desde el instante 
6, momento en el cual la zona de despegue de una fisura limita con la de fisura vecina, 
como lo indica el comportamiento periódico de la tensión cortante en la Figura 3.7(c)-
(f).  
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Figura 3.6.  Ensayo a tracción con refuerzo en el centro. Líneas de iso-desplazamiento y tensión 
cortante a lo largo de la pieza en la zona de material compuesto: (a) y (b) para el instante 1, (c) y 
(d) para el instante 2, (e) y (f) para el instante 3, y (g) y (h) para el instante 4. 
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Figura 3.7.  Simulación numérica de un ensayo a tracción con refuerzo .en el centro. Líneas de 
iso-desplazamiento y tensión cortante a lo largo de la pieza en la zona de material compuesto 
(continuación): (a) y (b) para el instante 5, (c) y (d) para el instante 6, y (e) y (f) para el instante 
7. 
 
Las distancias estudiadas en este apartado evolucionan de forma cualitativamente 
similar tanto en el modelo presentado en (Hutchinson & Jensen 1990; Okabe, Komotori 
et al. 1999; Liao & Reifsnider 2000; Ogasawara, Ishikawa et al. 2001) e ilustrado en la 
Figura 3.3, como en el resultado numérico mostrado en la Figura 3.5(b). 
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Observación 3.2   El proceso de localización comienza en la sección entallada 
como se indica en el instante 1, sin embargo rápidamente se producen fisuras en 
otros lugares de la probeta, aliviando la concentración de la deformación en la 
entalla. Esto indica que la separación entre fisuras no depende de la posición de 
la perturbación. 
El material compuesto de la franja central de la probeta no muestra indicios de loca-
lización de la deformación, debido a la presencia de una fracción de acero de refuerzo 
en régimen elástico que retrasa el instante de bifurcación del compuesto, como se mos-
tró en el Apartado 2.5. 
Para los instantes 5, 6 o 7 en los cuales sc Ld 2≅ , la distribución de la tensión del 
hormigón y del acero en la franja de material compuesto se representan en la Figura 3.8. 
 
 
Figura 3.8.  Simulación numérica de un ensayo a tracción con refuerzo en el centro, para un 
nivel de carga en el cual dc es igual a 2Ls: (a) líneas de iso-desplazamiento, (b) nivel de tensión 
de corte en el hormigón, (c) nivel de tensión axial en el hormigón, (d) nivel de tensión axial en 
el acero, (e) vista cercana del nivel de tensión axial en el acero. 
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La separación casi constante entre las fisuras produce resultados periódicos de las 
tensiones.   La tensión normal en el hormigón cσ   es menor en las zonas próximas a 
cada fisura, mostrando además una variación suave (Figura 3.8(c)).   En cambio, la ten-
sión del acero sσ  en esa misma zona es bastante alta (Figura 3.8(d)), como producto del 
fuerte aumento de la deformación en la discontinuidad del hormigón en masa por enci-
ma de la franja de material compuesto. 
A cierta distancia sLx ≤<0 , medida desde una fisura, la tensión normal del hormi-
gón crece hasta adquirir un valor máximo, mientras que en el acero la tensión se reduce 
llegando al mínimo (Figura 3.8(e)).  Se observa, en un estado de fisuración saturada 
como éste, que la zona de adherencia entre ambos materiales desaparece y en conse-
cuencia no existe una región en la cual sus tensiones permanezcan constantes. 
3.2.3. Comparación de resultados para mallas de diferente 
densidad 
Con el fin de establecer la independencia del modelo con respecto al tamaño del ele-
mento, se simuló la pieza descrita en el apartado anterior con una malla de 4000 ele-
mentos finitos de 2.5mm de lado, que corresponden a la mitad del tamaño de los ele-
mentos de la malla anterior, como se indica en la Figura 3.9. 
 
 
Figura 3.9.  Simulación numérica de un ensayo a tracción con refuerzo en el centro. Vista 
general y detalle para mallas de diferente densidad: (a) y (c) malla de 1000 elementos, (b) y 
(d) malla de 4000 elementos.  
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Figura 3.10.  Simulación numérica de un ensayo a tracción con refuerzo en el centro. Resulta-
dos con mallas de diferente densidad: (a) líneas de iso-desplazamiento y separación media 
entre fisuras, (b) respuesta estructural. 
 
La distribución de las fisuras observada en el último paso de carga, establece una se-
paración media entre ellas, casi igual para ambas mallas, con una diferencia del 3.8%, 
como lo muestra la Figura 3.10(a), mediante las líneas de iso-desplazamiento. 
Asimismo, la relación entre el desplazamiento impuesto en el extremo derecho de la 
probeta y la sumatoria de fuerzas en el mismo lugar dividida entre el área de la sección  
(o también denominado tensión media), es bastante similar para las mallas en cuestión 
(Figura 3.10(b)). 
3.2.4. Panel heterogéneo con refuerzo elasto-plástico en el 
centro 
En este apartado se muestran los resultados de un ensayo similar al anterior para estados 
de carga que producen deformación plástica en el acero. 
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Además de las características mecánicas dadas en el Cuadro 3.1, en el acero se con-
sidera una tensión de fluencia =yσ 508 MPa, y un módulo de ablandamiento  nulo 
( MPa0=fH , plasticidad perfecta). 
En la Figura 3.11(a) se distinguen las diferentes etapas del comportamiento de la 
probeta a través de la relación entre el desplazamiento impuesto y la tensión equivalente 
en el extremo libre.   Posterior al régimen elástico de ambos materiales, se desarrollan  
de forma secuencial las fisuras en el hormigón, tal como se indicó en el ensayo anterior. 
Entre los instantes 0 y 1 la separación entre fisuras se mantiene constante (Figura 3.12). 
Después del instante 1 se pierde la rigidez de la probeta a causa de la localización de la 
deformación en la franja de material compuesto, como lo ilustran la Figura 3.11(b) y la 
Figura 3.12. 
 
 
Figura 3.11.  Simulación numérica de un ensayo a tracción con refuerzo en el centro, conside-
rando comportamiento elasto-plástico: (a) relación (tensión equivalente/ resistencia del hormi-
gón) versus (desplazamiento en el extremo / longitud de la probeta), (b) líneas de igual de 
desplazamiento para diferentes instantes en el tramo F3 (Figura 3.12). 
 
En el instante 2 se observa localización de deformaciones en la zona de material 
compuesto debajo de cada fisura del hormigón en masa, manteniendo aproximadamente 
la misma abertura para las 7 fisuras consolidadas anteriormente (Figura 3.13).  En el 
instante 3,  se descargan dos de las fisuras en la zona de material compuesto, haciendo 
mayor la abertura de las otras cinco fisuras.   Para el nivel de carga 4, la tercera fisura 
desde el extremo izquierdo (F3), muestra mayor abertura que las demás, sin embargo, se 
mantienen activas las mismas cinco fisuras del instante anterior.   Este comportamiento 
se conserva en estados de carga mayores en virtud del régimen de plasticidad perfecta 
del acero. 
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Figura 3.12.  Simulación numérica de un ensayo a tracción con refuerzo en el centro, conside-
rando comportamiento elasto-plástico. Líneas de igual de desplazamiento en media probeta 
para diferentes instantes. 
 
 
Figura 3.13.  Simulación numérica de un ensayo a tracción con refuerzo en el centro, conside-
rando comportamiento elasto-plástico. Deformada de media probeta para diferentes instantes. 
 
Después de obtenida la distancia de saturación de fisuras, no se conforman nuevas 
discontinuidades, incluso en el régimen plástico de las fibras, en cuyo caso, algunas 
fisuras toman mayor abertura que otras. 
3.3. Simulación numérica del ensayo de un panel 
heterogéneo de hormigón armado sometido a 
tracción 
A continuación se presentan los resultados de la simulación numérica con varias mallas 
de un panel de hormigón armado sometido a tracción ensayado en (Ouyang & Shah 
1994; Ouyang, Wollrab et al. 1997).   La pieza tiene 686 mm de longitud, 127 mm x 
50.8 mm de sección transversal rectangular, y una entalla en el centro como se muestra 
en la Figura 3.14.  El panel está reforzado con tres barras de acero de 9.5 mm de diáme-
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tro embebidas completamente en el hormigón y distribuidas de forma homogénea en la 
sección transversal. 
 
 
Figura 3.14.  Simulación numérica de un panel sujeto a tracción. Esquema descriptivo 
 
Como propiedades mecánicas de los materiales componentes se tienen las siguien-
tes: 
 
Hormigón    
módulo de Young: =mE  27.35 GPa energía de fractura: =fG  100N/m 
relación de Poisson: =mν  0.2 resistencia a tracción: =muσ  3.19MPa 
    
Acero:    
módulo de Young: =frE  191.6 GPa tensión de fluencia =fryσ  508.0 MPa 
módulo de ablandamiento: =frH  0 GPa   
    
Cuadro 3.2.   Propiedades mecánicas de los materiales componentes. 
 
El fenómeno de adherencia entre la matriz y las fibras se caracteriza a partir de los 
resultados obtenidos en un ensayo de arrancamiento de fibras de 0.5mm de diámetro y 
25.4mm de longitud embebida (Naaman, Namur et al. 1991).   Para este experimento la 
pendiente aproximada )( iiP δ  de la relación fuerza-desplazamiento esta entre 
8.01kN/mm (45000lb/pul) y 9.26kN/mm (52000lb/pul), y la fuerza máxima 
i
maxP =0.061kN.   De acuerdo con el modelo de deslizamiento fibra – matriz descrito en 
el Apartado 2.2.3, el valor del módulo de deslizamiento irE  estará entre 1111.GPa y 
1283.GPa, y la tensión de pérdida de adherencia será igual a iradhσ =311.1 MPa.   Por lo 
tanto, el módulo tangente en régimen elástico del modelo de fibra deslizante drE  estará 
entre frE85.0  y frE87.0 .   En el siguiente apartado se presentan los resultados obteni-
dos para ambas condiciones de adherencia. 
Dado el carácter axial de este ensayo donde se impone el modo I de fallo, se consi-
dera despreciable la acción pasador. 
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3.3.1. Malla de elementos finitos no homogénea de densidad 
media 
La malla se compone de elementos finitos triangulares lineales de dos tipos como lo 
muestra la Figura 3.15(a).   En tono oscuro se indican los elementos que representan al 
material compuesto modelado con la formulación propuesta, el cual está conformado 
por un 84.34% de hormigón y un 15.67% de fibras de acero.   Los elementos en tono 
claro describen el hormigón en masa, como un material homogéneo que obedece a un 
modelo isótropo de daño escalar. 
 
 
Figura 3.15.  Simulación numérica de un panel sujeto a tracción. Malla no homogénea de 
densidad media: (a) red de elementos finitos, (b) detalle de una franja de elementos finitos de 
material compuesto, (b) detalle de la sección transversal de la probeta en la zona circundante a 
una barra de refuerzo. 
 
Con fines comparativos esta discretización se ha denominado malla no homogénea 
de densidad media, en la cual, la altura de los elementos finitos de material compuesto 
es igual al diámetro de la barra (Figura 3.15(b)-(c)), es decir, dhe 0.1= . 
La Figura 3.16 muestra las líneas de iso-desplazamiento para diferentes niveles de 
carga indicada en la curva fuerza – desplazamiento de la Figura 3.17.   El instante 1 
marca el comienzo de la localización de la deformación alrededor de la entalla, sin em-
bargo, después de pocos incrementos de carga, en el instante 2, aparecen nuevas zonas 
de localización a lo largo del panel.   En el instantes 3 se desarrollan fisuras en la zona 
superior e inferior del panel, manteniendo una separación característica entre ellas.   
Hasta este paso de carga, no se percibe localización en las zonas de hormigón entre las 
bandas de material compuesto, lo cual indica un efecto de confinamiento dado por el 
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refuerzo circundante.   La pérdida de rigidez estructural observada a partir del instante 4 
esta asociado con la pérdida de adherencia entre las barras de acero y el hormigón, mo-
dificando la distribución de las fisuras en el panel.   De hecho, en el paso 4 aparecen 
nuevas fisuras en las zonas donde el hormigón está enmarcado por el material compues-
to.   En la última etapa se observan tres fisuras de las cuales una de ellas, la ubicada bajo 
la entalla, atraviesa completamente la probeta. 
 
 
Figura 3.16.  Simulación numérica de un panel sujeto a tracción. Líneas de iso-
desplazamiento en diferentes instantes. 
 
La respuesta estructural obtenida del análisis numérico se aproxima a los resultados 
experimentales como lo muestra la Figura 3.17.   La región gris indica la zona de valo-
res experimentales y las dos líneas continuas corresponden a los resultados numéricos 
para módulo elástico de fibra deslizante con operador constitutivo elástico de 85% y de 
87% del modulo de Young del acero. 
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Figura 3.17.  Simulación numérica de un panel sujeto a tracción. Relación fuerza - desplaza-
miento: (a)vista cercana, (b) curva completa. 
 
El hormigón en masa muestra una etapa de daño estable donde varias fisuras man-
tienen una separación y abertura constante, proporcionada por la capacidad del refuerzo 
y la adherencia en la interfaz.   En cuanto se pierde tal adherencia (o en algunos casos 
cuando comienza el régimen plástico del acero), decae la capacidad de estructural mien-
tras se impone la abertura de una sola fisura. 
La evolución de la tensión de la matriz y de las fibras en la zona de material com-
puesto es descrita mediante las curvas tensión-desplazamiento presentadas en la Figura 
3.18 para los puntos P1 y P2 de la pieza (Figura 3.15).   El punto P1 ubicado en el ex-
tremo derecho de la probeta, no presenta localización de la deformación, en cambio, el 
punto P2 situado en la sección transversal reducida, hace parte de una de las fisuras 
formada en el instante 5 (Figura 3.16). 
La tensión normal en dirección x en la matriz (Figura 3.18(b)) se conserva casi cons-
tante desde el comienzo del daño en el paso de carga 1, hasta la carga pico de la probeta 
en el instante 4 aproximadamente, debido a la rigidez elástica proporcionada por las 
fibras que congelan la degradación de la matriz del compuesto.   Para valores mayores 
del desplazamiento δ, se reduce tal tensión de forma muy suave en el punto P1 y de 
forma muy fuerte, en el punto P2, hasta alcanzar un valor nulo.   Esta diferencia se pro-
duce por localización de la deformación presente en P2 y ausente en P1. 
En la fibra (Figura 3.18(a)), la tensión axial aumenta hasta la condición de la pérdida 
total de adherencia en el del acero (o hasta la condición de fluencia en el caso de ad-
herencia perfecta), a partir de la cual, la tensión permanece casi constante.   La diferen-
cia entre las tensiones en los puntos P1 y P2 después del instante 4, obedece a la varia-
ción del estado tensional en la probeta inducido por la entalla y por el fenómeno de lo-
calización de la deformación.   Esto se refleja en la tensión del material compuesto pre-
sentada en la Figura 3.18(c). 
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Figura 3.18.  Simulación numérica de un panel sujeto a tracción. Evolución de la tensión en la 
matriz de hormigón y en las fibras de acero en los puntos P1 y P2 de la zona de material com-
puesto: (a) tensión axial de la fibra, (b) tensión normal en dirección x de la matriz, (c) tensión 
normal en x del material compuesto. 
 
3.3.2. Comparación entre mallas no homogéneas de diferente 
densidad 
La probeta sometida a tracción mostrada en la Figura 3.14(a), se modela con cuarto ma-
llas estructuradas de elementos triangulares lineales de altura media eh  igual a 2.8d, 
2.0d, 1.0d y 0.5d.   Las zonas reforzadas en la probeta se representan con franjas de 
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elementos finitos donde el coeficiente de participación volumétrica del acero depende 
de la altura de la franja eh  como se indica en la Figura 3.19. 
 
 
Figura 3.19.  Simulación numérica de un panel sujeto a tracción: (a) detalle de una franja de 
elementos finitos de material compuesto, (b) detalle de la sección transversal de la probeta en 
la zona circundante a una barra de refuerzo. 
 
La Figura 3.20 y el Cuadro 3.3 muestran el detalle de la franja central de elementos 
finitos de material compuesto para las diferentes mallas y las características generales 
de las mismas, respectivamente.  
 
malla elementos
 
nudos dhe  frk  )(max kNF  
muy gruesa 1026 622 2.8 0.0542 77.2 
gruesa 1430 826 2.0 0.0783 75.0 
media 2872 1558 1.0 0.1566 72.6 
fina 4746 2508 0.5 0.156611 70.7 
Cuadro 3.3.   Simulación numérica de un panel sujeto a tracción. Característi-
cas de las mallas 
 
En la malla muy gruesa, una franja de tres elementos finitos de material compuesto 
incluye a las tres barras de la probeta, lo cual hace casi homogéneo al material represen-
tado (Figura 3.21(a)). 
 
                                                 
11
 El coeficiente de participación volumétrica es el mismo en la malla media y fina porque la altura de 
la franja del material compuesto es común, a pesar que la malla fina contenga dos filas de elementos y la  
malla media solo uno. 
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Figura 3.20.  Simulación numérica de un panel sujeto a tracción. Detalle de la franja central 
de elementos finitos de material compuesto para las diferentes mallas. 
 
Tal como se observó en la simulación anterior, las líneas de desplazamientos para la 
mallas de eh  igual a 2.8d, 2.0d y 0.5d, presentadas en la Figura 3.21(b), Figura 3.22(b) 
y Figura 3.23(b), respectivamente, muestran las siguientes dos etapas: 
• En la primera, se forman sucesivamente varias fisuras en el hormigón en masa 
hasta alcanzar una separación característica entre ellas.   Esta etapa termina antes 
de alcanzar la carga pico de la probeta (instante 4 en la Figura 3.24). 
• En la segunda, se presenta la localización en diferentes puntos del material com-
puesto hasta conformar una sola fisura que cruza transversalmente la probeta.   
Esta fase comienza con una fuerte pérdida de rigidez estructural posterior a la 
carga pico y mantiene el mismo patrón de fisuras cuando tal rigidez tiende a ser 
cero (instante 5 en la Figura 3.24). 
 
Figura 3.21.  Simulación numérica de un panel sujeto a tracción. Modelado con elementos 
finitos de he=2.8d: (a) esquema de la malla, (b) líneas de iso-desplazamiento en los instantes 4 
y 5. 
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Figura 3.22.  Simulación numérica de un panel sujeto a tracción. Modelado con elementos 
finitos de he=2.0d: (a) esquema de la malla, (b) líneas de iso-desplazamiento en los instantes 4 
y 5. 
 
 
Figura 3.23.  Simulación numérica de un panel sujeto a tracción. Modelado con elementos 
finitos de he=0.5d: (a) esquema de la malla, (b) líneas de iso-desplazamiento en los instantes 4 
y 5. 
 
La Figura 3.24 muestra la respuesta estructural de la probeta, obtenida de la simula-
ción numérica del problema con las cuatro mallas descritas anteriormente.   Las oscila-
ciones en la curva fuerza-desplazamiento, entre los instantes 4 y 5, observadas en las 
mallas más gruesas, obedecen al uso de elementos finitos de mayor tamaño que la longi-
tud característica del material compuesto (Huespe, Oliver et al. 2006).   Sin embargo, la 
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soluciones dadas por las mallas de he=2.8d, he=2.0d, convergen a la curva dada por las 
redes de elementos  más finas. 
 
 
Figura 3.24.  Simulación numérica de un panel sujeto a tracción. Comparación de la respuesta 
estructural para mallas de diferente densidad: (a) mallas con he=2.8d, he=2.0d y he=1.0d, (b) 
mallas con he=1.0d y he=0.5d. 
 
 
Figura 3.25.  Simulación numérica de un panel sujeto a tracción con una malla de he=2.0d. 
Comparación de la respuesta estructural para diferentes tamaños de paso de seudo-tiempo. 
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Para la malla donde el tamaño medio del elemento es he=2.0d,  la Figura 3.25 indica 
la leve reducción en la amplitud de dichas oscilaciones en función del tamaño del paso 
de seudo-tiempo. 
Por otro lado, la carga máxima sufre pequeñas variaciones, de acuerdo a la discreti-
zación, que no superan el 9%, como se indica en el Cuadro 3.3. 
Finalmente, la comparación entre mallas de diferente densidad permite demostrar la 
independencia de los resultados con respecto al tamaño medio del elemento finito. 
3.4. Vigas de tres puntos ligeramente reforzadas 
En este trabajo fue modelada numéricamente una viga de poco refuerzo para dos cuantí-
as diferentes ensayada en (Ruiz, Elices et al. 1998), teniendo en cuenta el nivel de ad-
herencia de la interfaz, caracterizado por un ensayo de arrancamiento incluido en la 
misma referencia. 
Una viga simplemente apoyada de 1200mm de luz y 50mm x 300mm de sección 
transversal, se carga con una fuerza P en la mitad de la luz como lo indica la Figura 
3.26.   La viga I reforzada con cuatro barras de acero corrugado de 2.5mm de diámetro 
que representan un 0.13% de cuantía (Figura 3.26(b)).   En cambio la viga II tiene dos 
barras del mismo diámetro y por tanto una cuantía del 0.065% (Figura 3.26(c)).   Las 
características del hormigón y del acero se presentan en el Cuadro 3.4. 
 
Hormigón    
módulo de Young: =mE  29.0 GPa energía de fractura: =fG  62.5 N/m 
relación de Poisson: =mν  0.2 resistencia a tracción: =muσ  3.80 MPa 
resistencia a compresión: =muσ  38. 0 MPa   
    
Acero    
módulo de Young: =frE  162.0 GPa tensión de fluencia =fryσ  587.0 MPa 
módulo de ablandamiento: =frH  0 GPa   
    
Cuadro 3.4. Simulación numérica de ensayos de vigas de tres puntos con poco refuerzo. Pro-
piedades mecánicas de los materiales componentes. 
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Figura 3.26.  Simulación numérica de ensayos de vigas de tres puntos con poco refuerzo. 
Esquema descriptivo: (a) geometría y cargas sobre la viga, (b) sección transversal de la viga I 
(0.13% de cuantía de refuerzo), (c) sección transversal de la viga II (0.065% de cuantía de 
refuerzo). 
 
Las propiedades mecánicas de la interfaz se determinan a partir del ensayo de arran-
camiento (Ruiz, Elices et al. 1998), para el cual se extrae una barra corrugada embebida 
en un bloque de hormigón de 2.5mm de diámetro y 150mm de longitud.   La curva ex-
perimental que relaciona a la fuerza en la fibra y el deslizamiento, se aproxima a una 
línea recta con pendiente )( iiP δ  igual a 20.0 kN/mm, hasta una carga máxima  
Pmax=2.8kN.  De acuerdo con el modelo de deslizamiento fibra – matriz descrito en el 
Apartado 2.2.3, el valor del módulo de deslizamiento irE  será igual a 611.1GPa y la 
tensión de pérdida de adherencia será de iradhσ =570.4MPa.   El módulo tangente en ré-
gimen elástico del modelo de fibra deslizante será =drE 128.1GPa. 
En la simulación numérica se utiliza un modelo de daño de tracción y compresión 
diferenciada (Apartado 2.2.1), para representar los elementos de hormigón en masa y la 
formulación presentada para materiales compuestos, en la zona del refuerzo.   Como se 
muestra en la Figura 3.27(a), la viga se discretiza con elementos triangulares lineales de 
material simple indicados en tono claro y con material compuesto en una banda de tono 
oscuro. 
Con esta formulación es posible utilizar elementos de material compuesto mas gran-
des que el diámetro real de las fibras sin perder aproximación en la respuesta estructural 
del problema.   En este caso la banda de elementos finitos de hormigón armado es 4 
veces más alta que el diámetro del refuerzo como se muestra en la Figura 3.27(b)-(d). 
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Observación 3.3  A pesar de la simetría del problema se modeló la viga comple-
ta evitando que las condiciones de contorno en el eje de simetría queden sobre 
de la trayectoria de la discontinuidad. 
 
Figura 3.27.  Simulación numérica de ensayos de vigas de tres puntos con poco refuerzo: 
(a)malla de elementos finitos, (b)detalle de un elemento finito de material compuesto, (c) y 
(d)detalle de la zona reforzada de la sección transversal de la viga I y II, respectivamente. 
 
3.4.1. Viga I (cuantía de refuerzo del 0.13%) 
Las cuatro barras de refuerzo de la viga I representan el 0.13% de la sección transversal, 
al igual que determinan un coeficiente de participación volumétrica de las fibras en los 
elementos finitos de material compuesto 0393.0=frk  (Figura 3.27(c)). 
La respuesta estructural es representada en la Figura 3.28(a), como la relación entre 
la carga aplicada en la mitad de la luz y el desplazamiento en ese mismo punto.   La 
región gris delimita los resultados experimentales y la línea continua describe la solu-
ción numérica obtenida. 
Los elementos finitos pertenecientes a diferentes caminos de fisura al final del pro-
ceso de carga se observan la Figura 3.28(b).   El valor de –1 corresponde a los elemen-
tos que son los cruzados por la fisura principal y los demás enteros negativos del –2 al –
20, indican los elementos asociados con pequeñas fisuras secundarias que se presentan 
alrededor de la zona reforzada. 
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Figura 3.28.  Simulación numérica de ensayos de vigas de tres puntos con poco refuerzo. 
(a)respuesta estructural, curva carga – desplazamiento en la mitad de la luz, (b)elementos 
bifurcados pertenecientes a diferentes caminos de fisura en el último paso de carga (cada ente-
ro negativo entre –1 y –20 indica un camino de fisura).  
 
 
Figura 3.29.  Vigas con poco refuerzo. (a) evolución de la variable de daño en el hormigón en 
los instantes del 1 al 6, (b) detalle de la deformada en la mitad de la luz. 
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A continuación se describe la evolución del fallo material de la viga en 6 pasos de 
carga de acuerdo con la respuesta estructural mostrada en la Figura 3.28(a), la variable 
de daño del hormigón indicada en la Figura 3.29(a) y las líneas de iso-desplazamiento 
dibujada en la Figura 3.31. 
 
 
Figura 3.30.  Simulación numérica de ensayos de vigas de tres puntos con poco refuerzo. 
Evolución de la tensión en la matriz de hormigón y en las fibras de acero en el puntos P1 de la 
zona de material compuesto: (a) tensión normal en dirección x de la matriz, (b) tensión axial 
de la fibra, (c) tensión normal en x del material compuesto. 
 
La Figura 3.30 ilustra la evolución de las tensiones normales en la dirección x, sobre 
el elemento P1 de material compuesto (Figura 3.29(b)), discriminando el comporta-
miento de la matriz de hormigón y de las fibras de acero. 
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Desde el paso 1 comienza la localización de la deformación sobre la entalla hasta el 
instante 2 en el cual la fisura se propaga hacia la cara inferior de la zona de material 
compuesto y se alcanza la carga máxima de la viga.   A partir de este paso se observa 
pendiente negativa en la curva fuerza-desplazamiento de la probeta, producto de la de-
gradación de la matriz en los elementos de material compuesto que conforman la fisura, 
como lo muestra la Figura 3.30(a). 
En el instante 3, la fisura ya ha cruzado el refuerzo, sin embargo, la localización en 
el material homogéneo por encima de la banda de material compuesto es mucho menor 
que por debajo de ella, asimismo, se distinguen dos zonas de daño máximo en el hormi-
gón: el extremo de la fisura y la vecindad de la barra de refuerzo. 
En el paso 4, tanto la localización de la deformación como los niveles más altos de 
daño ocurren en la vertical a la entalla indicando la fisura primaria y en la zona de hor-
migón armado representado a las fisuras secundarias.   Desde este instante la viga recu-
pera parte de su rigidez, como consecuencia de la degradación total del hormigón en 
masa sobre la trayectoria de fisura (Figura 3.29(a)) y el comportamiento aún elástico del 
acero de refuerzo (Figura 3.30(b)), proporcionando una rigidez diferencial positiva. 
 
 
Figura 3.31.  Simulación numérica de ensayos de vigas de tres puntos con poco refuerzo: 
(a)líneas de iso-desplazamiento en toda la viga para el último paso de carga, (b)detalle de las 
líneas de iso-desplazamiento para los instantes 1 a 6 indicados en la Figura 3.28(a). 
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En el paso 5, la tensión del modelo de fibra deslizante llega al valor pico determina-
do por las condiciones de adherencia, produciendo una fuerte localización en la zona de 
material compuesto cruzada por la fisura principal (Figura 3.31(b)).   Además, los nive-
les máximos de daño se propagan sobre la banda de hormigón armado a los lados de la 
fisura primaria.   Esta condición se conserva hasta el instante 6. 
3.4.2. Viga II (cuantía de refuerzo del 0.065%) 
En un segundo análisis se modelo una viga con las mismas características del ensayo 
anterior a excepción de la cuantía de refuerzo.   En este caso, la probeta tiene dos barras 
de 2.5mm de diámetro que representan el 0.065% del área de la sección transversal 
(Figura 3.26(b)) y un coeficiente de participación volumétrica 0196.0=frk  (Figura 
3.27(d)). 
La respuesta estructural de la viga se presenta en la Figura 3.32(a), donde la región 
en color gris indica el resultado experimental (Ruiz, Elices et al. 1998) y línea continua  
establece la solución numérica. 
 En el último paso de carga se observa un camino de fisura primario que asciende 
verticalmente desde la zona reforzada, indicado como -1 en la Figura 3.32(b), las demás 
trayectorias de fisura alrededor del refuerzo se propagan muy poco en comparación con 
el ensayo con 0.13% de refuerzo. 
 
 
Figura 3.32.  Simulación numérica de ensayos de vigas de tres puntos con cuantía de refuerzo 
del 0.065%: (a)respuesta estructural, curva carga – desplazamiento en la mitad de la luz, 
(b)elementos bifurcados pertenecientes a diferentes caminos de fisura en el último paso de 
carga (cada entero negativo entre –1 y –10 indica un camino de fisura). 
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Las líneas de desplazamiento dibujadas en la Figura 3.33 muestran como la fisura 
principal cruza la zona reforzada sin que se produzca una localización importante de la 
deformación a los lados de la discontinuidad, a diferencia de lo observado en la  Figura 
3.31(b) del ensayo anterior. 
 
 
Figura 3.33.  Simulación numérica de ensayos de vigas de tres puntos con cuantía de refuerzo 
del 0.065%. Líneas de iso-desplazamiento para el último paso de carga en toda la viga y vista 
cercana en la zona de la entalla para los instantes 1-3 indicados en la Figura 3.32(a). 
 
La curva fuerza – desplazamiento y la trayectoria de la fisura principal corresponden 
aproximadamente con los resultados experimentales en las vigas con cuantía de refuerzo 
del 0.13% y del 0.065%. 
3.5. Vigas fuertemente armadas 
A continuación se modela un conjunto de vigas de hormigón armado similares a las 
ensayadas por Leonhardt y Walther (Leonhardt 1965).   Además se compara cualitati-
vamente la trayectoria de las fisuras experimentales con las líneas de discontinuidad 
resultantes de la modelación. 
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A una viga simplemente apoyada de 2.08m de luz se le aplican dos cargas puntuales 
como se indica en la Figura 3.34(a).   La probeta está reforzada longitudinalmente por 
dos barras de acero de 24mm de diámetro ubicadas a una distancia dv=0.28m de la cara 
superior de la viga.   Las propiedades mecánicas del hormigón y del acero de refuerzo 
se resumen en el Cuadro 3.5. 
 
 
Figura 3.34.  Simulación numérica de ensayos de vigas fuertemente armadas: (a) esquema 
descriptivo, (b) malla de elementos finitos de media viga, (c) vista cercana de la zona de mate-
rial compuesto. 
 
Hormigón    
módulo de Young: =mE  20.0 GPa energía de fractura: =fG  60.0 N/m 
relación de Poisson: =mν  0.2 resistencia a tracción: =muσ  2.00 MPa 
resistencia a compresión: =muσ  20. 0 MPa   
    
Acero:    
módulo de Young: =frE  200.0 GPa tensión de fluencia =fryσ  456.0 MPa 
módulo de ablandamiento: =frH  0 GPa relación de Poisson: =frν  0.2 
    
Cuadro 3.5. Vigas fuertemente armadas. Propiedades mecánicas de los materiales componen-
tes. 
 
Se han considerado los resultados del ensayo de arrancamiento en (Naaman, Namur 
et al. 1991), para determinar los parámetros del modelo de deslizamiento, obteniendo un 
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módulo elástico irE =1111.GPa y una tensión de pérdida de adherencia 
=
ir
adhσ 311.1MPa. 
En la simulación se incluyen los posibles efectos de la acción pasador caracterizados 
por el módulo elástico equivalente =+= )1(2 frfrf EG ντ 83.33GPa, la tensión cortante 
de fluencia equivalente == 3fry
f
y στ 263.3MPa y un módulo de ablandamiento nulo 
0=τfH . 
La discretización del problema se muestra en la Figura 3.34(b), donde los elementos 
en tono claro indican hormigón en masa representado con un modelo de daño de trac-
ción y compresión diferenciado (Apartado 2.2.1), mientras que los elementos en tono 
oscuro corresponden al material compuesto tipo hormigón armado descrito por la for-
mulación desarrollada.   A pesar que el diámetro de las barras es de 24mm, se ha consi-
derado que una altura de la banda de los elementos de material compuesto de 30mm, 
como lo indica la Figura 3.34(c), donde el coeficiente de participación del acero corres-
pondiente es  151.0=frk . 
 
 
Figura 3.35.  Simulación numérica de ensayos de vigas fuertemente armadas: (a) relación 
carga aplicada versus desplazamiento vertical en la mitad de la luz, (b) deformada exagerada 
del modelo numérico en el instante 4. 
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Observación 3.4   En vigas fuertemente armadas se propagan varias fisuras en-
tre los apoyos de forma simétrica, por lo tanto se puede modelar la mitad de la 
pieza.   En este caso las condiciones de borde en el eje de simetría no están so-
bre la trayectoria de una discontinuidad. 
 
Figura 3.36.  Simulación numérica de ensayos de vigas fuertemente armadas. Evolución de 
las tensiones en los constituyentes del material compuesto en el punto P1 (Figura 3.35(b)): (a) 
tensión normal en x de la matriz de hormigón, (b) tensión axial de las fibras de acero. 
 
Para los instantes indicados en la curva carga aplicada P versus desplazamiento ver-
tical en la mitad de la luz δ de la Figura 3.35(a), la Figura 3.37 muestra las líneas de iso-
desplazamiento, mientras que la Figura 3.38 y la Figura 3.39 presentan los elementos en 
carga inelástica y con índice de daño igual a 1, respectivamente. 
La Figura 3.36 describe la evolución de las tensiones en el hormigón y en el acero en 
el punto P1 de material compuesto (Figura 3.35(b)).   Aquí se observa que la tensión en 
el hormigón, normal en dirección x, aumenta hasta el instante 2, a partir del cual co-
mienza el régimen inelástico (Figura 3.38) y se reduce la carga alcanzando la degrada-
ción total en los instantes 4, 5 y 6.   En las fibras de acero se presenta una descarga elás-
tica desde el instante 4, como consecuencia de la pérdida total de rigidez de la viga des-
pués de la formación de la fisura diagonal mostrada en la Figura 3.37.   El pequeño pico 
cerca al instante 5 de la Figura 3.36(b), se debe posiblemente a inestabilidades causadas 
por la localización de la deformación en la cara superior de la viga. 
Con respecto a la visualización de los resultados, la concentración de líneas de des-
plazamiento (Figura 3.37), y la condición de carga inelástica en los elementos (Figura 
3.38), son procesos reversibles, por ejemplo, una zona localizada y en carga del instante 
5, se transforma en una región no localizada y en descarga en el instante 6.   En otras 
palabras, estos resultados indican las fisuras activas en cada instante de carga. 
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Figura 3.37.  Simulación numérica de ensayos de vigas fuertemente armadas. Líneas de iso-
desplazamiento para los instantes 1 a 6. 
 
Los elementos finitos con índice de daño igual a 1, mostrados en la Figura 3.39, pre-
tenden proporcionar una imagen acumulada de la trayectoria de fisuras equivalente a la 
observable en las fotografías del experimento en un instante específico.   Por lo tanto, en 
el último paso de carga se obtiene el mapa de fisuras activas e inactivas que se formaron 
durante toda la historia de la viga. 
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Figura 3.38.  Simulación numérica de ensayos de vigas fuertemente armadas. Elementos en 
carga inelástica para los instantes 1 a 6. 
 
En los instantes 1 y 2 aparecen las primeras fisuras ubicadas entre el punto de apli-
cación de la carga y el apoyo, extendiéndose por tres cuartas partes de la altura de la 
viga.   En el paso de carga 3 aumenta el número de fisuras y se alcanza la carga pico de 
la respuesta estructural.   Desde este momento la carga decae mientras se propaga una 
nueva fisura más inclinada que las demás denominada fisura diagonal, como lo muestra 
el instante 4 y 5.   Finalmente, en el instante 6, cuando capacidad de la viga es nula se 
observa una sola banda de localización y de carga inelástica que describe la trayectoria 
de la fisura diagonal. 
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Figura 3.39.  Simulación numérica de ensayos de vigas fuertemente armadas. Elementos 
totalmente dañados en los instantes 1 a 6.  
 
Con las mismas características descritas anteriormente se modelaron 3 vigas de igual 
altura y diferentes luces, donde el factor av/dv es igual a 1 , 2 y 5, respectivamente.   A 
continuación se compara la trayectoria de fisuras calculada y experimental.  
La Figura 3.40 muestra la concentración de líneas de iso-desplazamiento en el ins-
tante de carga de mayor presencia de fisuras activas, y el mapa real de fisuración de la 
viga después de la carga pico. 
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Figura 3.40.  Simulación numérica de ensayos de vigas fuertemente armadas. Comparación entre las 
trayectorias de fisura experimentales y modeladas para vigas de diferentes luces:  (a) av/dv=1.0, 
(b).av/dv=2.0, (c) av/dv=3.0, y (d) av/dv=5.0. 
 
En general, el estado final de fisuración corresponde cualitativamente con el com-
portamiento tomado de los ensayos experimentales.   El modelo captura tanto el grupo 
de fisuras paralelas como la fisura diagonal relacionada con el colapso total de la viga.  
Observación 3.5   La modelación demuestra que la cantidad de acero de refuer-
zo de una viga determina la aparición y propagación de fisuras y en consecuen-
cia su capacidad estructural.   En vigas ligeramente armadas la carga pico ocu-
rre poco después del inicio del daño en el hormigón, presentando una fisura 
principal en la mitad de la luz.   En cambio, en vigas fuertemente armadas, el 
acero de refuerzo aumenta la capacidad estructural e induce inicialmente la 
aparición varias fisuras perpendiculares al eje de las barras.   El colapso gene-
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ral se produce con la formación de una fisura diagonal asociada con la tensión 
normal y  cortante producida en la viga. 
3.6. Paneles sometidos a tensión cortante 
3.6.1. Panel reforzado en una dirección sometido a cortante 
puro  
A continuación se presentan los resultados de la simulación numérica de un panel de 
hormigón armado sometido a corte puro denominado PB18 en los ensayos experimenta-
les presentados en (Bhide & Collins 1989).  
El panel de 890mm por 890mm y 70mm de espesor, está reforzado por 40 barras de 
6mm de diámetro orientadas en x, que representan el 2.2% del volumen total de la pro-
beta, como se indica en la Figura 3.41(a).   Se aplica un cortante puro en el plano xy 
mediante un juego de 5 anclajes por cada cara que están adheridos al hormigón y al ace-
ro. 
 
 
Figura 3.41.  Panel reforzado en una dirección sometido a cortante puro: (a) esquema descrip-
tivo y (b) malla de elementos finitos. 
 
Dada la distribución de las barras de refuerzo en el interior del panel, es válido su-
poner que el hormigón armado es un material compuesto conformado por fibras de ace-
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ro distribuidas uniformemente en una matriz de hormigón.   Las propiedades mecánicas 
de ambos materiales componentes se resumen en el Cuadro 3.6. 
 
Hormigón    
módulo de Young: =mE  20.0 GPa energía de fractura: =fG  100.0 N/m 
relación de Poisson: =mν  0.2 resistencia a tracción: =muσ  2.00 MPa 
resistencia a compresión: =muσ  20. 0 MPa   
    
Acero    
módulo de Young: =frE  200.0 GPa tensión de fluencia =fryσ  402.0 MPa 
módulo de ablandamiento: =frH  0 GPa relación de Poisson: =frν  0.2 
    
Cuadro 3.6. Paneles sometidos a tensión cortante. Propiedades mecánicas de los materiales 
componentes. 
 
La simulación numérica supone una elevada adherencia entre el hormigón y las ba-
rras de acero, así como también, un importante efecto de la acción pasador, caracteriza-
do por un módulo elástico equivalente )1(2 frfrf EG ντ +=  igual a 83.33GPa, una ten-
sión cortante de fluencia equivalente == 3fry
f
y στ 263.3MPa y un módulo de ablan-
damiento nulo 0=τfH . 
El problema se considera en estado plano de tensiones y se discretiza con la malla de 
2736 elementos finitos triangulares lineales mostrada en la Figura 3.41(b), en la cual, el 
tono oscuro representa los anclajes de aplicación de carga y el tono claro representa el 
hormigón armado.   Se supone que los anclajes son rígidos y que todos los elementos 
finitos del panel tiene material compuesto constituido por un 97.8% de matriz (hormi-
gón) y un 2.2% de fibras (acero) en dirección x. 
En el modelo numérico se impone un desplazamiento en cada anclaje, como lo indi-
ca la Figura 3.42, que generan en conjunto un estado de cortante puro sobre el panel. 
La respuesta estructural mostrada en la Figura 3.43, se define mediante la relación 
entre la deformación angular media ( lδγ = ) y la tensión cortante media en una de las 
caras del panel, obtenida como la sumatoria de las reacciones en cada anclaje iF  dividi-
da en el área de la cara ( )·( tlFi∑=τ ).   En la gráfica, los resultados experimentales se 
indican con puntos y los numéricos con una línea continua.   La solución propuesta 
muestra cierta diferencia con la carga pico de la respuesta experimental, sin embargo, el 
resto de la curva indica una aproximación satisfactoria.   Tales diferencias pueden ser 
causadas por algunas condiciones de contorno del problema real desconocidas y despre-
ciadas en el modelo numérico. 
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Figura 3.42.  Panel reforzado sometido a cortante puro: (a) condiciones de contorno en la 
simulación numérica y (b) tensión y deformación producida sobre el panel. 
 
 
Figura 3.43.  Panel reforzado en una dirección sometido a cortante puro. Curva deformación 
angular media versus tensión cortante aplicada.  
 
Las líneas de iso-desplazamiento dibujadas en la Figura 3.44 representan las trayec-
torias de fisura en los instantes 1 a 7 mostrados en la Figura 3.43(a).   Si se produce la 
bifurcación material aumentan las deformaciones en un punto en carga inelástica y dis-
minuyen en un punto vecino en descarga, manteniendo la continuidad de tracciones.   
Por lo tanto, los elementos en condición de carga inelástica rodeados de zonas en des-
carga son un indicador de la región fisurada, como lo muestra la Figura 3.45.   Los ele-
mentos en tono oscuro están en carga inelástica y en tono claro en descarga. 
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En la Figura 3.46, se presenta una fotografía del panel ensayado en la referencia 
(Bhide & Collins 1989) y se compara con los elementos en condición de carga inelásti-
ca y las líneas de iso-desplazamiento obtenidas de la simulación numérica, para el paso 
de carga número 3.   De igual forma se hace para el instante 7 en la Figura 3.47. 
 
 
Figura 3.44.  Panel reforzado en una dirección sometido a cortante puro. Líneas de iso-
desplazamiento para los instantes 1 a 7. 
 
 
Figura 3.45.  Panel reforzado en una dirección sometido a cortante puro. Elementos en condi-
ción de carga inelástica para los instantes 1 a 7.  
 
La Figura 3.48 muestra los valores aproximados del ángulo que conforman las fisu-
ras con respecto a la horizontal, en los resultados experimentales y numéricos. 
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Hasta el instante 1 no se observa localización de la deformación en la probeta, a pe-
sar que inmediatamente después cae la tensión cortante. 
En la etapa 2 se observan pequeñas concentraciones de las líneas de desplazamiento 
en la cara superior de la probeta y descarga en el resto de ella.   Poco después, en el es-
tado 3, se presentan dos trayectorias de localización: una que parte del extremo superior 
izquierdo y otra que comienza entre dos anclajes de la cara derecha.   De acuerdo con 
los resultados experimentales observados en esta etapa (Figura 3.46(a) y Figura 3.48), la 
primera trayectoria de localización de la deformación coincide aproximadamente con 
una de las fisuras en la probeta inclinada 45° con respecto a x (normal a la dirección 
principal mayor), sin embargo, la segunda trayectoria tiene una dirección incorrecta con 
respecto al resultado experimental. 
En el paso 4 las líneas de iso-desplazamiento se empiezan a concentrar en el extre-
mo inferior derecho de la probeta mientras se descargan los elementos de las fisuras 
anteriores. 
En los instantes 5 y 6 se presenta una clara localización de la deformación en la par-
te inferior del panel, que se conserva hasta el paso 7 coincidiendo con los resultados 
experimentales (Figura 3.47). 
 
 
Figura 3.46.  Panel reforzado en una dirección sometido a cortante puro. Comparación entre 
las trayectorias de fisura en el instantes 3: (a) resultado experimental (Bhide & Collins 1989), 
(b) elementos en condición de carga inelástica, (c) líneas de iso-desplazamiento. 
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Figura 3.47.  Panel reforzado en una dirección sometido a cortante puro. Comparación entre 
las trayectorias de fisura en el instantes 7: (a) resultado experimental (Bhide & Collins 1989), 
(b) elementos en condición de carga inelástica, (c) líneas de iso-desplazamiento. 
 
Figura 3.48.  Panel reforzado en una dirección sometido a cortante puro. Comparación entre 
las direcciones de fisura en los instantes 3 y 7: (a) reproducción de los resultados experimenta-
les (Bhide & Collins 1989), (b) elementos en condición de carga inelástica, (c) líneas de iso-
desplazamiento. 
 
Por la naturaleza homogénea del ensayo se supone aleatorio el punto de iniciación 
de la fisura, por lo tanto, se considera correcto encontrar en la simulación una disconti-
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nuidad paralela a la fisura experimental a pesar de su posición en el panel como se ob-
serva en el instante 7. 
3.6.2. Efecto de la acción pasador en paneles sometidos a 
cortante puro 
En este apartado se presentan los resultados de la simulación del mismo panel del ejem-
plo anterior despreciando la rigidez dada por la acción pasador. 
La capacidad a cortante a través de las barras de acero proporciona un aporte impor-
tante a la respuesta de estructuras de hormigón armado sometidas a tensiones de cortan-
te.   La Figura 3.49 compara los resultados entre incluir o no la acción pasador.   Dado 
que el panel esta sometido a cortante puro en el plano xy, cuando se desprecia la acción 
pasador, la capacidad axial de las barras en dirección x no genera ningún aporte a la 
capacidad a cortante del compuesto, por esta razón, la trayectoria de la fisura y la res-
puesta estructural muestran un comportamiento similar al esperado en un panel de hor-
migón en masa. 
 
 
Figura 3.49.  Panel reforzado en una dirección sometido a cortante puro.  Comparación de 
resultados entre incluir o no la acción pasador: (a) curva deformación angular media vs tensión 
cortante aplicada,  (b) elementos en condición de carga inelástica y dirección de las fisuras en 
el instante final. 
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3.6.3. Panel reforzado en dos direcciones sometido a cortante 
puro  
Este apartado muestra los resultados numéricos de la simulación del ensayo de un panel 
reforzado en dos direcciones sometido a cortante puro desarrollado en (Collins, Vecchio 
et al. 1985). 
 
 
Figura 3.50.  Panel reforzado en dos direcciones sometido a cortante puro: (a) esquema des-
criptivo, (b) malla de 2736 elementos, (c) malla de 5370 elementos. 
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En este panel las barras de refuerzo están orientadas en x y en y de manera uniforme, 
con coeficientes de participación iguales a == fsfr kk 0.01785.   Las demás caracterís-
ticas coinciden con las presentadas en el ensayo anterior.   En la Figura 3.50(a) se mues-
tra un esquema descriptivo del problema. 
Se han utilizado dos mallas de elementos finitos: la primera con 2736 elementos fi-
nitos de 0.026m de tamaño medio (Figura 3.50(b)) y la segunda con 5370 elementos de 
0.019m de tamaño medio (Figura 3.51(c)).  
La Figura 3.51 muestra la relación entre la deformación angular media y la tensión 
cortante aplicada para las dos mallas.   Asimismo en la Figura 3.52 se indican  los ele-
mentos finitos en carga inelástica, las líneas de iso-desplazamiento y la deformada para 
el último paso de carga. 
 
 
Figura 3.51.  Panel reforzado en dos direcciones sometido a cortante puro. Relación entre 
deformación angular media y tensión cortante aplicada para dos mallas diferentes. 
 
De la comparación de resultados entre ambas mallas se puede indicar que la respues-
ta estructural es similar y que la trayectoria de las fisuras mantiene la misma dirección y 
forma a pesar que aparece en lugares diferentes del panel.   Se considera que para una 
condición de tensión uniforme la posición de la fisura es aleatoria, por lo tanto, esta 
diferencia en el resultado es aceptable. 
A continuación se describen los resultados obtenidos con la malla de 2736 elemen-
tos y sus comparación con los valores experimentales.   En la Figura 3.53 se muestra la 
relación entre la deformación angular media y la tensión cortante aplicada al panel, 
donde la línea delgada corresponde al resultado numérico y la línea gruesa a los valores 
experimentales. 
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Figura 3.52. Panel reforzado en dos direcciones sometido a cortante puro. Elementos en carga 
inelástica, líneas de iso-desplazamiento y deformada de dos mallas diferentes en el instante 
final:  (a), (b) y (c) en la malla de 2736 elementos, (d), (e) y (f) en la malla de 5730 elemen-
tos..  
 
 
Figura 3.53.  Panel reforzado en dos direcciones sometido a cortante puro. Relación entre 
deformación angular media y tensión cortante aplicada para diferentes instantes de carga.  
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Figura 3.54.  Panel reforzado en dos direcciones sometido a cortante puro. Evolución de las 
tensiones en el hormigón y el acero en el punto P1: (a) tensión cortante en la matriz, (b) ten-
sión en la fibra en dirección r, (c) tensión en la fibra en dirección s.  
 
La Figura 3.54 presenta la evolución de la tensión en los materiales componentes 
sobre un punto P1 ubicado en el centro del panel (Figura 3.50).   El proceso de localiza-
ción de deformación cambia el estado de cortante puro inicial actuante en el panel antes 
del instante 1, en el cual la tensión cortante es soportada esencialmente  por la matriz.   
A partir del inicio del daño (instante 1), la tensión cortante en la matriz de hormigón se 
reduce, mientras las fibras en dirección r mantienen un comportamiento elástico con 
una tensión axial creciente.   La tensión de compresión en las fibras orientadas en s au-
menta hasta un valor de -155 MPa entre los instantes 3 y 4, y posteriormente se reduce 
Un modelo del fallo material del hormigón armado, mediante la CSDA y la teoría de mezclas                   133
 
 
(a)
(b)
hasta un valor -40MPa aproximadamente, esto refleja una diferencia importante en la 
contribución de cada paquete de fibras en el comportamiento del compuesto. 
Los elementos en carga inelástica y las líneas de iso-desplazamiento para algunos 
pasos de carga se ilustran en la Figura 3.55. 
Durante los instantes 1 y 2 se observa un estado de carga inelástica de todo el  panel 
sin localización de la deformación, esto significa que a pesar del daño producido en la 
matriz no se produce una activación del salto de desplazamientos y por lo tanto deter-
minante del tensor de localización tangente es positivo.   Es importante recordar que en 
el  cálculo de este tensor interviene la rigidez de la matriz, de las fibras y de los efectos 
de interacción entre ambas.   En esta fase del experimento se observan muchas fisuras 
en la dirección principal de poca abertura y distribuidas por todo la probeta. 
En el instante 3 comienza la localización de la deformación en tres zonas de la pro-
beta.   En el paso 4 solo se conforman dos fisuras y en el instante final queda una sola 
discontinuidad en dirección x en la zona inferior del panel.   El ensayo indica que la 
fisura principal también es paralela a x pero se produce en la parte superior de la probe-
ta.   Dado el estado homogéneo del panel y de las acciones aplicadas se considera que 
esta fisura aparece a cualquier altura de la muestra. 
 
 
Figura 3.55. Panel reforzado en dos direcciones sometido a cortante puro: (a) líneas de iso-
desplazamiento para los instantes 1 a 5, (b)elementos en régimen de carga inelástica para los 
instantes 1 a 5. 
 
La superposición de las trayectorias de localización observadas en el modelo numé-
rico durante todo el proceso de carga se ajusta al distribución real de fisuras en el estado 
final.   La Figura 3.56(a)-(d) muestra la trayectoria de fisuras al final del experimento 
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tomada de la referencia (Collins, Vecchio et al. 1985), rotada de tal manera que facilite 
la comparación con el mapa de elementos en carga inelástica (Figura 3.56(b)) y la de-
formada resultante de la modelación numérica (Figura 3.56(c)).  
Observación 3.6.   Estado de fisuración distribuida: cuando se generan muchas 
fisuras paralelas entre sí, repartidas por el panel, es decir, en un estado de fisu-
ración distribuida, no hay un proceso claro de localización en la escala de estu-
dio.   En este caso, la simulación numérica mostrará una condición de carga in-
elástica sobre la probeta y una distancia constante entre líneas de iso-
desplazamiento, como lo indican los instantes 1 y 2 en la Figura 3.55. 
 
 
Figura 3.56.  Panel reforzado en dos direcciones sometido a cortante puro. Instante final de 
carga: (a)fotografía del resultado experimental (Collins, Vecchio et al. 1985), (b)elementos en 
régimen de carga inelástica , (c)deformada exagerada, (d)reproducción del resultado experi-
mental y dirección de las fisuras. 
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3.6.4. Panel reforzado en una dirección sometido a tensión 
normal y tangencial 
A continuación se presentan los resultados de la simulación numérica de un panel de 
hormigón armado con barras de refuerzo en la dirección x, que soporta la combinación 
de una tensión normal en la dirección x de magnitud 3.1τ y a una tensión cortante τ en 
el plano xy.   Este problema se ha tomado de los ensayos experimentales de la referencia 
(Bhide & Collins 1989). 
El panel cuenta con la misma geometría y  propiedades mecánicas dadas en el ensa-
yo descrito en el Apartado 3.6.1, tan solo cambian las cargas aplicadas como lo muestra 
la  Figura 3.57(a).   La malla de elementos finitos es la misma que se ha utilizado para 
modelar el primer ensayo (Figura 3.57(b)). 
 
 
Figura 3.57.  Panel reforzado en una dirección sometido a tensión normal y cortante: (a) es-
quema descriptivo, (b) malla de elementos finitos.  
 
La respuesta estructural se define mediante la relación entre la deformación angular 
media y la tensión cortante aplicada como lo muestra la Figura 3.58.   Los puntos indi-
can el resultado experimental y la línea continua la modelación numérica.   Se observa 
una buena correlación entre los resultados numéricos y experimentales excepto en los 
últimos pasos de carga, debido posiblemente a diferencias entre la acción de los anclajes 
sobre el panel. 
En el instante 1 el experimento muestra múltiples fisuras a 71° con respecto a x, re-
partidas en toda su extensión (Figura 3.59(a)).   Esta orientación de fisuración distribui-
da coincide con la dirección principal en el campo de las deformaciones Figura 3.58(b).   
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La ortotropía del material compuesto inducida por la presencia de un grupo de fibras 
orientadas en dirección x, hace que las direcciones principales de tensión y de deforma-
ción no son exactamente las mismas como lo indica la Figura 3.58(c)-(d). 
En la simulación numérica el panel tiene carga inelástica en la mayoría de sus ele-
mentos y no presenta localización de deformaciones describiendo una etapa de fisura-
ción distribuida (Figura 3.59(b)-(c)). 
 
 
Figura 3.58.  Panel reforzado en una direcciones sometido a tensión normal y tangencial: (a) 
relación entre deformación angular media y tensión cortante aplicada para diferentes instantes 
de carga, (b) dirección de localización sobre el panel en el instante 1, (c)circulo de Mohr en 
deformaciones para el instante 1, (d)circulo de Mohr en tensiones para el instante 1. 
 
En el instante 2 se produce la localización de la deformación con muy poca estabili-
dad de la respuesta (Figura 3.60).   Desde aquí la pendiente de la curva deformación 
angular vs tensión cortante cae hasta el instante final manteniendo la misma fisura. 
En el paso de carga 3, a pesar que la respuesta estructural se aleja un poco (Figura 
3.58(a)), la trayectoria de la discontinuidad definida a través de las líneas de iso-
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desplazamiento de la Figura 3.61(c), es similar a la fisura principal ocurrida en el panel 
observada en la Figura 3.61(a), con una diferencia de 2º entre las direcciones de fisura. 
 
 
Figura 3.59.  Panel reforzado en una direcciones sometido a tensión normal y cortante. Paso 
de carga 1: (a) mapa de fisuras tomado de (Bhide & Collins 1989), (b) elementos en estado de 
carga inelástica, (c) líneas de iso-desplazamiento.  
 
 
Figura 3.60.  Panel reforzado en una direcciones sometido a tensión normal y cortante. Paso 
de carga 2: (a) elementos en estado de carga inelástica, (c) líneas de iso-desplazamiento. 
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Figura 3.61.  Panel reforzado en una direcciones sometido a tensión normal y cortante. Paso 
de carga 3: (a) mapa de fisuras tomado de (Bhide & Collins 1989), (b) elementos en estado de 
carga inelástica, (c) líneas de iso-desplazamiento. 
 
3.7. Recapitulación 
A continuación se resume la simulación numérica presentada en este capítulo, con el fin 
de recordar los elementos más importantes aquí expresados. 
• Dentro de las consideraciones generales del problema, se supone un estado pla-
no de tensiones y un campo de deformaciones infinitesimales, donde la no-
linealidad se debe a los modelos constitutivos de los materiales componentes y a 
los efectos de interacción entre ellos.   La discretización se realiza con elementos 
triangulares lineales provistos de discontinuidades embebidas, que representan el 
comportamiento de un material compuesto tipo hormigón armado o en algunos 
casos un material homogéneo tipo hormigón en masa. 
• El proceso de fractura en el hormigón armado presenta algunos aspectos caracte-
rísticos de acuerdo al tipo de ensayo.   En las probetas sometidas a tracción se 
observa con facilidad, tanto la separación entre fisuras (Figura 3.8 y Figura 
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3.16), como la contribución del refuerzo a la rigidez y estabilidad del compuesto 
(Figura 3.17).   En los paneles a cortante como el mostrado en la Figura 3.41(a), 
se impone un estado de fisuración en modo mixto o en modo II de fallo, en el 
cual, la capacidad de las barras a corte en las caras de la fisura o acción pasador 
influye en la respuesta estructural (Figura 3.49).   La formación y propagación 
de varias macro-fisuras con diferentes direcciones puede observarse en vigas con 
mucho refuerzo sometidas a flexión (Figura 3.37), en cambio, en vigas con poco 
refuerzo se presenta una sola fisura en la sección transversal central (Figura 
3.31). 
• En comparación con un material homogéneo tipo hormigón en masa, la presen-
cia del acero de refuerzo en el material compuesto retrasa el proceso de localiza-
ción de la deformación, produciendo un estado de fisuración distribuido estable. 
• Durante el proceso de fallo de la probeta a tracción reforzada en el centro que se 
describe en el Apartado 3.2, la separación entre fisuras se reduce, mientras la 
zona de deslizamiento entre ellas aumenta progresivamente como lo indica la 
Figura 3.5(b).   Ambas distancias se encuentran para un instante de carga 5 y 
permanecen iguales y aproximadamente constantes durante los instantes 6 y 7, 
como también se observa en las iso-líneas de desplazamiento  en la Figura 3.7.   
Esto significa que después de ocurrido el despegue total entre ambos materiales, 
la pérdida de transferencia de tensiones impide la formación de nuevas disconti-
nuidades en el hormigón, manteniendo una separación entre las fisuras existen-
tes constante denominada distancia de saturación de fisuras.   Hasta este instan-
te se conserva la misma abertura en cada una de las fisuras, sin embargo, si las 
fibras alcanzan la tensión de fluencia y comienza una etapa de plasticidad per-
fecta o ablandamiento, algunas fisuras toman mayor abertura que otras, como se 
muestra en la Figura 3.13. 
• En el Apartado 3.3 se describe la simulación de un panel de hormigón armado 
sometido a tracción (Figura 3.14), ensayado por Ouyang y colaboradores 
(Ouyang & Shah 1994; Ouyang, Wollrab et al. 1997).   En este ejemplo, el hor-
migón en masa muestra una etapa de daño estable, entre los instantes 1 y 4 
(Figura 3.16 y Figura 3.17), donde varias fisuras mantienen una separación y 
abertura constante, proporcionada por la capacidad del refuerzo y la adherencia 
en la interfaz.   En cuanto se pierde tal adherencia, a partir del instante 4, decae 
la capacidad de estructural mientras se impone la abertura de una sola fisura, que 
cruza totalmente la sección transversal de la probeta, como lo indica la Figura 
3.16 en el instante 5. 
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• La cantidad de refuerzo determinan la distribución de las fisuras en las vigas.    
Para cuantías bajas, al igual que en vigas de hormigón en masa, se impone una 
sola fisura en modo I ubicada en la mitad de la luz, como consecuencia de las al-
tas tracciones por flexión.   En cambio, en vigas fuertemente armadas, la carga 
pico aumenta y las barras inducen la propagación de varias fisuras simétricas 
desde el centro hasta los apoyos.   La simulación numérica presentada en los 
Apartados 3.4 y 3.5, describe adecuadamente ambos comportamientos.  
• En el Apartado 3.4 (Figura 3.26), el modelado de vigas con poco refuerzo (Ruiz, 
Elices et al. 1998), presenta la formación de la fisura principal como la concen-
tración de las líneas de iso-desplazamiento (Figura 3.31) y la aparición de las fi-
suras secundarias mediante la variable de daño en el hormigón circundante al re-
fuerzo a ambos lados de la fisura principal (Figura 3.29). 
• Durante el proceso de fractura de la viga fuertemente armada indicada en la 
Figura 3.34(a), la simulación mostró inicialmente la formación de fisuras cortas 
paralelas entre sí, seguidas por la aparición de una fisura diagonal que determina 
el colapso general de la viga (Figura 3.37).   De igual manera, se simularon tres 
vigas más con diferentes relaciones luz/altura, logrando trayectorias de fisura-
ción similares a las presentadas en los ensayos experimentales (Leonhardt 1965), 
como lo describe la Figura 3.40. 
• Las piezas de hormigón armado conformadas por numerosas barras repartidas 
uniformemente, se pueden representar como sólidos de un material compuesto 
único, en el cual, la cantidad de refuerzo en cada dirección está determinada por 
el respectivo coeficiente de participación volumétrica.   Tal es el caso, de la si-
mulación numérica de paneles sometidos a cortante ensayados en (Collins, Vec-
chio et al. 1985; Bhide & Collins 1989) y presentados en el Apartado 3.6 y en la 
Figura 3.41. 
• Como lo muestra la Figura 3.49, cuando se desprecia la acción pasador en un 
panel sometido a cortante puro en el plano xy, la capacidad axial de las barras en 
dirección x no genera ningún aporte a la capacidad a cortante del compuesto, por 
esta razón, la trayectoria de la fisura y la respuesta estructural muestran un com-
portamiento similar al esperado en un panel de hormigón en masa. 
• En los ensayos a cortante como el indicado en la Figura 3.50(a), se observan dos 
estados de fisuración diferentes.   Entre los instantes 1 y 3 indicados en la Figura 
3.53 y en la Figura 3.55, se exhibe un estado de fisuración distribuida por todo 
el panel, que se representa en la simulación numérica por el incremento del daño 
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en la matriz estabilizado por el comportamiento del acero y sin localización de 
las deformaciones del material compuesto.   En cambio, en el estado de fisura-
ción localizada observado después del instante 3, se forman  algunas macro-
fisuras de mayor abertura, representadas en la simulación por las bandas de loca-
lización de la deformación. 
• En general, los resultados obtenidos de la simulación numérica son satisfactorios 
comparativamente con los ensayos experimentales, asimismo, son independien-
tes del tamaño de la malla de elementos finitos. 
Capítulo 4                                                                                                                                                                 
Conclusiones 
En este trabajo se ha desarrollado, implementado y validado una formulación que des-
cribe el proceso de fractura del hormigón armado, representado como un material com-
puesto, a través de la metodología de discontinuidades fuertes de continuo y la teoría de 
mezclas.   A continuación se resumen los aspectos más importantes. 
• Formulación.   Basado en la teoría de mezclas (Truesdell & Toupin 1960), se 
desarrolló un modelo constitutivo de material compuesto conformado por uno o 
dos grupos de fibras ortogonales que representan al acero de refuerzo, embebi-
das en una matriz que define al hormigón en masa.   A su vez, cada material 
componente se describió mediante un modelo constitutivo particular: el hormi-
gón con un modelo de daño de tracción y compresión diferenciado (Oliver, Cer-
vera et al. 1990) y el acero con un modelo de plasticidad unidimensional (Simó 
& Hughes 1998).    El modelo también incluye la acción pasador (Park & Paulay 
1975) y la pérdida de adherencia entre hormigón y acero.   Por otro lado, la apa-
rición y propagación de fisuras, entendida como un proceso de localización de la 
deformación, se capturó mediante un modelo de discontinuidades embebidas, 
específicamente la metodología de discontinuidades fuertes de continuo (Oliver 
1996b; Oliver 1996a; Oliver 2000; Oliver, Huespe et al. 2003; Oliver & Huespe 
2004a; Huespe, Oliver et al. 2006; Oliver, Huespe et al. 2006).   El criterio y la 
dirección de propagación de las fisuras se determinó a través del análisis de bi-
furcación del material compuesto. 
• Implementación.   La formulación ha sido implementada en un programa de aná-
lisis bidimensional con elementos finitos, considerando no linealidad material y 
deformaciones infinitesimales.   Se utilizaron elementos especiales con disconti-
nuidades embebidas, permitiendo la condensación a nivel del elemento de los 
grados de libertad relacionados con el salto.  El uso del esquema de integración 
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del modelo constitutivo implícito-explicito (Oliver, Huespe et al. 2004a; Oliver, 
Huespe et al. 2006), garantiza el carácter positivo definido de la matriz de rigi-
dez algorítmica del problema, aumentando sustancialmente la robustez y estabi-
lidad de la solución.   Por otro lado, la coincidencia del la trayectoria de la dis-
continuidad entre los elementos se logra mediante el trazado de las líneas de 
discontinuidad (Samaniego 2002; Oliver & Huespe 2004a). 
• Validación.   Los resultados de la simulación numérica de piezas de hormigón 
armado sometidas a tracción, flexión y cortante, se compararon con la respuesta 
estructural y la distribución de fisuras observada en los ensayos experimentales 
desarrollados en algunas referencias.   Con el fin de establecer la evolución de la 
separación de fisuras y de la longitud de deslizamiento, se modeló una pieza de 
gran longitud sometida a tracción, reforzada en el centro por una barra de acero.   
Asimismo, se reprodujo el ensayo propuesto en (Ouyang & Shah 1994), en el 
cual un panel de hormigón con tres barras de refuerzo soporta fuerzas de trac-
ción en uno de sus extremos.   A continuación se modelaron vigas ligeramente 
reforzadas ensayadas en (Ruiz, Elices et al. 1998) para dos cuantías diferentes y 
vigas fuertemente armadas presentadas en (Leonhardt 1965) para cuatro relacio-
nes luz/ altura distintas.   Finalmente, se simularon tres paneles de hormigón con 
barras de acero repartidas de manera uniforme en una o en dos direcciones, en-
sayados en (Collins, Vecchio et al. 1985), y sometidos principalmente a tensio-
nes de cortante.   La discretización del medio se realizó con elementos triangula-
res lineales que representan el comportamiento de un material compuesto tipo 
hormigón armado o en algunos casos un material homogéneo tipo hormigón en 
masa.   Durante el proceso de fractura, la formación de fisuras y la respuesta es-
tructural fue representada, en el modelo numérico, como la concentración de iso-
líneas de desplazamiento y la curva carga-desplazamiento, respectivamente. 
A continuación se indican las conclusiones generales y específicas derivadas de la for-
mulación, implementación y aplicación del modelo presentado. 
4.1. Conclusiones generales 
• Un modelo numérico basado en la metodología de discontinuidades fuertes de 
continuo y en la teoría de mezclas, puede predecir la respuesta estructural y la 
trayectoria de fisuras, durante el proceso de fractura, en piezas de hormigón ar-
mado sometidas a diferentes estados de carga estática. 
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• La correlación obtenida entre los resultados numéricos utilizando la formulación 
propuesta y los resultados reales tomados de los ensayos experimentales presen-
tados en algunas referencias (Leonhardt 1965; Collins, Vecchio et al. 1985; Ou-
yang & Shah 1994; Ruiz, Elices et al. 1998), fue cualitativa y cuantitativamente 
satisfactoria. 
• La presencia del refuerzo en el hormigón, además de aumentar la rigidez y la re-
sistencia del compuesto, modifica la condición de inestabilidad material y la 
formación de fisuras.   Estas modificaciones se perciben en el análisis de bifur-
cación de cada punto material de hormigón armado, el cual depende de las pro-
piedades del hormigón y del acero, así como también, de la cantidad y dirección 
de las barras de refuerzo. 
• El modelo puede reproducir dos estados diferentes de fisuración en el hormigón 
armado.   Inicialmente, en una etapa estable de fisuración distribuida, varias fi-
suras mantienen una separación y apertura constante, proporcionada por la capa-
cidad del refuerzo y la adherencia en la interfaz.   A continuación, en la etapa de 
fisuración localizada, se impone una sola fisura mientras decae la capacidad de 
estructural. 
• Parte de la aplicación práctica del modelo se presenta en la evaluación de estruc-
turas preexistentes de hormigón armado como muros y vigas, donde es necesario 
reproducir el proceso de fractura desde la aparición de las fisuras y hasta el co-
lapso global.   Es importante tener en cuenta que, en está escala de análisis, cada 
punto material consiste en una fracción de acero y otra de hormigón, conside-
rando una distribución uniforme del refuerzo y despreciando los detalles cons-
tructivos como ganchos, solapes, amarres, etc. 
4.2. Conclusiones derivadas de la formulación e 
implementación del modelo 
• La formulación de un modelo constitutivo que describe directamente el campo 
de deformación y de tensión en un punto de material compuesto tipo hormigón 
armado, ofrece dos ventajas importantes.   La primera, facilita la implementa-
ción en el método de los elementos finitos, dado que permanecen muchos de los 
ingredientes del procedimiento numérico convencional.   La segunda, permite el 
análisis del problema en la escala de estructura o macroscópica, con lo cual se 
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elude la discretización de cada material componente y de sus efectos de interac-
ción, evitando así un alto coste computacional. 
• La metodología de discontinuidades fuertes de continuo puede aplicarse a mate-
riales reforzados con fibras largas con facilidad, considerando un campo común 
de deformaciones como lo establece la teoría de mezclas. 
• La formulación presentada conserva el contexto de la mecánica del medio conti-
nuo, a pesar que cada punto material muestra un carácter discontinuo debido a la 
formación de fisuras y heterogéneo por las diferencias mecánicas entre hormi-
gón y acero. 
• El modelo de fibra deslizante incorpora la existencia de una diferencia entre la 
deformación de la matriz y de la fibra, como resultado del despegue entre ambos 
materiales, sin afectar las hipótesis básicas de la teoría de mezclas.   Los pará-
metros necesarios para describir este modelo se obtienen de algunos ensayos de 
extracción de barras embebidas en hormigón. 
• La acción pasador, definida como la capacidad a cortante de las barras de refuer-
zo que atraviesan una fisura, se introduce en la formulación mediante una ley de 
comportamiento unidimensional a cortante del acero, caracterizado por las pro-
piedades mecánicas del material y geométricas de la sección transversal de las 
barras.  
4.3. Conclusiones derivadas de la simulación nu-
mérica 
• Mediante la simulación numérica se obtuvo una buena aproximación de la res-
puesta estructural real presentada en los ensayos de probetas a tracción (Ouyang 
& Shah 1994) y de vigas ligeramente reforzadas (Ruiz, Elices et al. 1998).   De 
igual manera, la concentración de las iso-líneas de desplazamiento resultantes 
del análisis numérico, coincide con la trayectoria de las fisuras presentes en las 
vigas fuertemente reforzadas (Leonhardt 1965).   Los paneles a cortante modela-
dos (Collins, Vecchio et al. 1985; Bhide & Collins 1989), muestran un resultado 
satisfactorio, tanto en la respuesta estructural, como en la formación y propaga-
ción de las fisuras. 
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• Durante el proceso de fallo de una probeta a tracción de hormigón reforzada en 
el centro, tanto la cantidad de fisuras como la zona de deslizamiento entre ellas, 
aumenta progresivamente.   Sin embargo, después de ocurrido el despegue total 
entre ambos materiales, la pérdida de transferencia de tensiones impide la for-
mación de nuevas discontinuidades en el hormigón, manteniendo constante la 
separación entre las fisuras existentes.   Esta etapa se denomina condición de sa-
turación de fisuras.   Hasta este instante se conserva la misma abertura en cada 
una de las fisuras, a pesar de esto, si las fibras alcanzan la tensión de fluencia y 
comienza una etapa de plasticidad perfecta o ablandamiento, algunas fisuras to-
man mayor abertura que otras. 
• En la simulación de un panel de hormigón armado sometido a tracción (Ouyang 
& Shah 1994; Ouyang, Wollrab et al. 1997), el hormigón en masa muestra una 
etapa de daño estable donde varias fisuras mantienen una separación y abertura 
constante, proporcionada por la capacidad del refuerzo y la adherencia en la in-
terfaz.   En cuanto se pierde tal adherencia, decae la capacidad de estructural 
mientras se impone la abertura de una sola fisura, que cruza totalmente la sec-
ción transversal de la probeta. 
• La cantidad de refuerzo determinan la distribución de las fisuras en las vigas.    
Para cuantías bajas, al igual que en vigas de hormigón en masa, se impone una 
sola fisura en modo I ubicada en la mitad de la luz, como consecuencia de las al-
tas tracciones por flexión.   En cambio, en vigas fuertemente armadas la carga 
pico aumenta y las barras inducen la propagación de varias fisuras simétricas 
desde el centro hasta los apoyos. 
• Los resultados del modelado de vigas con poco refuerzo (Ruiz, Elices et al. 
1998), representan la formación de la fisura principal como la localización de las 
líneas de iso-desplazamiento y la aparición de las fisuras secundarias como la 
evolución del daño en el hormigón circundante al refuerzo a ambos lados de la 
fisura principal. 
• Durante el proceso de fractura de vigas fuertemente armadas (Leonhardt 1965),  
se forman fisuras de manera secuencial aproximadamente paralelas entre sí, del 
centro a los extremos de la viga.   Sin embargo, el colapso general de la estructu-
ra está determinado por la formación de una fisura diagonal que se propaga entre 
el apoyo y la carga aplicada. 
• Las piezas de hormigón armado conformadas por numerosas barras repartidas 
uniformemente, se pueden representar como sólidos de un material compuesto 
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único, en el cual, la cantidad de refuerzo en cada dirección está determinada por 
el respectivo coeficiente de participación volumétrica.   Tal es el caso, de la si-
mulación numérica de paneles sometidos a cortante ensayados en (Collins, Vec-
chio et al. 1985; Bhide & Collins 1989).   En estos ensayos se observaron dos 
estados de fisuración diferentes.   En el estado de fisuración distribuida, se pro-
ducen muchas fisuras paralelas entre sí, repartidas por el panel, sin embargo, en 
la simulación numérica no hay un proceso claro de localización, a pesar del ré-
gimen inelástico presente en toda la probeta.   Tal situación se puede entender 
como la formación de múltiples fisuras estabilizadas por la presencia del acero 
de refuerzo.   En cambio, el estado de fisuración localizada muestra la forma-
ción de algunas macro-fisuras de mayor abertura, representadas en la simulación 
por las bandas de localización de la deformación. 
• La capacidad al corte de las barras de acero proporciona un aporte importante a 
la respuesta de estructuras de hormigón armado sometidas a tensiones de cortan-
te.   Cuando se desprecia la acción pasador en un panel sometido a cortante puro 
en el plano xy, la capacidad axial de las barras en dirección x no genera ningún 
aporte a la capacidad a cortante del compuesto, por esta razón, la trayectoria de 
la fisura y la respuesta estructural muestran un comportamiento similar al espe-
rado en un panel de hormigón en masa. 
Anexo A                                                                                                                                                                  
Modelos de daño y plasticidad 
A.1. Modelo constitutivo de daño escalar 
A.1.1. Fenomenología del modelo de daño (Lemaitre 1992) 
Desde el punto de vista físico, las cantidades definidas en un punto material representan 
valores promedio sobre cierto volumen característico.   Este volumen debe ser tan pe-
queño como para evitar el suavizado incorrecto de altos gradientes, pero tan grande co-
mo para representar adecuadamente los procesos mecánicos de la micro-estructura. 
En un modelo de daño isótropo se conservan las características direccionales del ma-
terial virgen durante el proceso de degradación.   Es el caso de los modelos de daño es-
calar, donde una variable interna tipo escalar afecta por igual a todas las componentes 
del tensor constitutivo del material.  
El daño representa el nivel de fisuración de un material en un volumen definido.   El 
tamaño de este volumen debe ser tan pequeño que permita describir el fenómeno como 
un valor promedio de las deformaciones en su interior.    En un volumen representativo, 
se establece la variable de daño en una dirección como el cociente entre el área de la 
proyección de las fisuras sobre un plano normal a la dirección y el área de ese mismo 
plano. 
Dado un diferencial de volumen en un punto material M de un sólido y un plano de 
normal nd que lo corta, la superficie dS será la intersección entre ese plano y el elemento 
diferencial dV.   La superficie dSd será la proyección de todas las fisuras sobre la super-
ficie dS como lo indica la Figura A.1. 
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nd
dS
(b)
nd
dSd
(c)
nd
dV
V (a)
M
σ σ
 
Figura A.1.  Descripción del daño: (a) medio continuo, (b) elemento diferencial de volumen 
no dañado, (c) elemento diferencial de volumen dañado. 
 
La variable de daño en el punto material M(x,t) en la posición x, en un instante de 
tiempo t y en la dirección nd se define como: 
( )
dS
dS
td ddn =nx ,,   ,  10 ≤≤ nd  (A.1) 
donde dn=0 indica que no hay daño en el material, en cambio, dn=1 ocurre cuando el 
material está completamente dañado (Kachanov 1986).   Las fuerzas internas sobre la 
superficie dS desaparecen en los lugares de formación de las microfisuras reduciendo la 
superficie normal a la tensión al área efectiva (dS – dSd). 
La tensión aplicada σ normal al plano nd, en el elemento diferencial dV, es igual a la 
fuerza axial dF por unidad área de la sección transversal dS.   De igual forma, la tensión 
efectiva σ  normal al plano nd se define como la fuerza dF por unidad de área efectiva 
(dS – dSd), como lo indica la siguiente ecuación: 
ddSdS
dF
dS
dF
−
== σσ ,  (A.2) 
La tensión efectiva se puede escribir en términos de la tensión aplicada y de la va-
riable de daño así: 
 
nd−
=
1
σ
σ  (A.3) 
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Suponiendo que la degradación de un punto M(x,t) del sólido para un instante t es 
igual en cualquier dirección como lo establece un modelo isótropo, la variable de daño 
será: 
( ) ( ) ddn tdtd nxnx ∀= ,,,  (A.4) 
En un espacio tridimensional considerando una variable de daño escalar, el tensor de 
la tensión efectiva σ  es igual a: 
σσ 





−
=
nd1
1
 (A.5) 
donde σ  corresponde al tensor de tensiones aplicadas. 
En un modelo de daño anisótropo donde se considera el carácter direccional de la 
degradación del material, el daño se describe mediante un vector, un tensor de segundo 
orden o incluso un tensor de cuarto orden.   La forma más general de definir al tensor de 
tensiones efectivas se indica en la siguiente ecuación, donde M es el tensor de daño de 
cuarto orden. 
σσ :1-M=  (A.6) 
El modelo de daño isótropo es el caso especial en el cual el tensor M es isótropo.    
Asimismo, el modelo de daño escalar es en particular un modelo isótropo donde 
IM )1( nd−=  (siendo I el tensor identidad de cuarto orden). 
A.1.2. Ecuación constitutiva del modelo de daño 
El principio de equivalencia de deformaciones definido por Lemaitre y Chaboche  
(Lemaitre 1992), establece que la deformación asociada a un estado dañado bajo la ac-
ción de la tensión aplicada es equivalente a la deformación asociada a un estado no da-
ñado bajo la acción de la tensión efectiva.   Por lo tanto se puede escribir la siguiente ley 
unidimensional del comportamiento del material. 




=→=
=
εσ
σ
ε E
E
dn 0
  (material no dañado) (A.7) 







−==
−
==
<<
εσεσ
σσ
ε
EdE
EdE
d
n
n
n
)1(,
)1(
10
 (material dañado) (A.8) 
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Por otro lado, la densidad de energía libre de Helmholtz por unidad de volumen para 
un proceso de degradación escalar está dada por la siguiente expresión (Simó and Ju 
1987): 
εεε
εε
::
2
1)(
)()1(),(
C=Ψ
Ψ−=Ψ
e
endd
 (A.9) 
siendo )(εeψ  la densidad de energía libre elástica por unidad de volumen y C  el tensor 
constitutivo elástico expresado, para problemas bidimensionales, de la forma: 
[ ]IC )1()(
1 2
νν
ν
−+⊗
−
= 11E  (tensión plana) (A.10) 
[ ]IC )21()()21)(1( νννν −+⊗−+= 11
E
 (deformación plana) (A.11) 
En las ecuaciones anteriores E  y ν  son el módulo de Young y la relación de Pois-
son del material.   Asimismo, 1 y I indican el tensor identidad de segundo y de cuarto 
orden respectivamente. 
La disipación de energía por unidad de volumen en problemas mecánicos con de-
formaciones infinitesimales es igual a: 
0: ≥Ψ−=Ξ &&εσ  (A.12) 
donde σ  y ε  corresponden al tensor de tensiones y de deformaciones. 
Dado que ndn dd m &&& )(:)(),( Ψ∂+Ψ∂=Ψ εε ε  y ed m Ψ−=Ψ∂ )( , la ecuación anterior se 
puede escribir como: 
[ ] 0:)( ≥Ψ+Ψ∂−=Ξ de &&εσ ε  (A.13) 
Aplicando el método de Coleman (Maugin 1992), a la desigualdad expresada en la 
ecuación anterior, se obtiene la ecuación constitutiva del modelo, como: 
εσ
ε
:)1( Cnd−=Ψ∂=  (A.14) 
y una disipación igual a: 
00 ≥→≥Ψ=Ξ nne dd &&  (A.15) 
De la Ecuación (A.14), se extrae una expresión para la tensión efectiva, de la forma: 
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ε:C=σ  (A.16) 
A.1.3. Ingredientes del modelo de daño 
Los elementos del modelo de daño escalar presentado en (Simó and Ju 1987) se pueden 
resumir en el Cuadro A.1. 
  
r
qd n −= 1  (variable de daño) (A.17) 






= εεε ::
2
1),( C
r
q
rψ  (energía libre) (A.18) 
σσ
r
q
r
qr
==
∂
∂
= ε
ε
ε
:
),(
C
ψ
 
(ecuación constitutiva) (A.19) 
E
rr ut
σλ ==
=0,&  (ley de evolución variable interna) (A.20) 




=≤≤
≤==
=== 000 ,0
0,)(
ttt rqrq
dr
dqHrrHq &&
 (ley de ablandamiento) (A.21) 
rrf −= ετ),(ε  (criterio de daño) (A.22) 



==
=≥≤
)0(0
0,0,0
ff
ff
&λ
λλ
 (condiciones de carga y descarga) (A.23) 
Cuadro A.1. Ingredientes de un modelo de daño isótropo escalar que describe el comporta-
miento de la matriz. 
 
Aquí se indica la variable de daño nd  en términos de las variables internas tipo ten-
sión q  y tipo deformación r , la densidad de la energía libre de Helmholtz por unidad 
de volumen ),( rεψ , la relación entre la tensión σ  y la deformación ε , la ley de evolu-
ción de la variable interna y del ablandamiento, la función de daño ),( rf ε  y las condi-
ciones de de carga y descarga del modelo.   En las ecuaciones anteriores, uσ  es la resis-
tencia a tracción del material, H  es el parámetro de ablandamiento,  λ  es el multiplica-
dor de daño y ετ  es la norma de deformaciones. 
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De la ley de evolución de r  dada en la Ecuación (A.20) y de las condiciones de car-
ga y descarga (A.23), se establece el carácter creciente de la variable interna tipo defor-
mación.   Por lo tanto r  se puede integrar de forma cerrada, como (Figura A.2): 
( ))(,max)(
][0,
trtr t
tt
′=
′
∈′
ετ  (A.24) 
La norma ετ  es una función escalar que indica el estado de deformación y determina 
el dominio elástico del modelo.   En (Simó and Ju 1987) se propone una norma de de-
formación, aplicable a materiales con la misma resistencia a tracción y a compresión ( )ucu σσ =)( , de la forma: 
σσ :)(: 1−= Cετ  (A.25) 
    
 
Figura A.2. Modelo de daño escalar: (a) evolución de la variable interna y de la norma de deformación, 
(b) curva tensión-deformación uniaxial. 
 
A.1.4. Modelo de daño con tracción y compresión diferenciada 
Una modificación al esquema anterior permite la degradación de un material con resis-
tencias a tracción y compresión diferentes.   El modelo desarrollado en (Oliver, Cervera 
et al. 1990) representa la degradación de un material cuya resistencia a compresión )(cuσ  
es σn  veces la resistencia a tracción uσ , ( )ucun σσσ )(= .   Los elementos de este mode-
lo se presentan en el Cuadro A.1.   Además,  la norma de deformaciones ετ  está defini-
da como: 
σσ :)(: 1−= Cφτ ε  (A.26) 
siendo, 
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 (A.27) 
donde iσ  es el valor absoluto de la tensión iσ  y 
( )iii σσσ += 2
1
 (A.28) 
321 ,, σσσ  corresponden a las tensiones efectivas en la direcciones principales 1,2 y 
3 respectivamente. 
Para un estado tensional bidimensional donde: )0,0( 21 << σσ , el dominio elástico 
es σn  veces más grande que el definido para el caso de )0,0( 21 >> σσ  como se ob-
serva en la Figura A.3(a).   Cuando 1σ  es positivo y 2σ  es negativo o viceversa se pro-
duce una transición aproximada definida por el factor φ en la Ecuación (A.27). 
 
 
Figura A.3. Modelo de daño con degradación diferenciada a compresión y tracción: (a) Superficie de 
daño, (b) curva tensión-deformación uniaxial. 
 
Observación A.1   A diferencia de los modelos de plasticidad, en el modelo de 
daño utilizado no es necesario que el dominio elástico sea convexo para conser-
var unicidad en la solución, por tanto, la superficie de daño no convexa mostra-
da en la Figura A.3(a), es admisible para este modelo constitutivo. 
La tasa de la norma de deformaciones se obtiene derivando en el tiempo la Ecuación 
(A.26), de la forma: 
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ε
σ
&& :)(:
2






+∂= σ
ε
ε
ε τ
φφφ
τ
τ C  (A.29) 
Asimismo, a partir de la Ecuación (A.19) y la ley de ablandamiento (A.21), se obtie-
ne una tasa de tensiones igual a: 
σσ r
r
qHr
r
q
&&& 2:
−
+= εC  (A.30) 
Por lo tanto en régimen elástico o de descarga ( 0== r&λ ), la tasa de la tensión se 
reduce a ( ) ε&& :Crq=σ .   En cambio, en régimen de carga inelástica ( 0>= r&λ ),  se 
debe cumplir que 0=f&λ  para 0=−= rf ετ , en consecuencia, la variable interna es 
igual a la norma de deformaciones ( ετ=r ) indicada en la Ecuación (A.26), y la tasa de 
la variable interna ετ&& =r  expresada en la Ecuación (A.29). Sustituyendo los valores de 
r  y r&  en la Ecuación (A.30), se obtiene: 
( )( ) εε
σ
&&& :)::
2
2 




 ⊗+∂⊗−+= σσ(σσ
r
r
r
qHr
r
q φφφ CC  (A.31) 
La ecuación constitutiva tangente del modelo está definida como: 
ε&& :tgC=σ  (A.32) 
para la cual, el tensor constitutivo tangente tgC  en condición de comportamiento elásti-
co o descarga es igual a: 
CC
r
q
tg =  (A.33) 
y para carga inelástica es: 
( ) ( )




 ⊗+⊗⋅




 −
−= σσσ 2
2
3 φφ A
r
r
Hrq
r
q
tg CC  (A.34) 
siendo, 
φσ∂= :CA  (A.35) 
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n
σσ
σ
σ
σ
σ
σ
σ
φ σ  (A.36) 
Cuando ambas tensiones principales efectivas son positivas el parámetro φ es igual a 
1 y su derivada con respecto a la tensión efectiva φσ∂  es igual al tensor nulo.   En este 
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caso el operador constitutivo tangente recupera la forma obtenida para un modelo de 
daño isótropo de dominio elástico simétrico a tracción y compresión, cuya norma se 
indica en la Ecuación (A.25).   Para tensiones principales efectivas negativas σφ n1=  y 
0=∂ φσ , por lo tanto el tensor constitutivo tangente coincide con el correspondiente del 
modelo de daño con dominio elástico simétrico limitado por la tensión un σσ .   En otros 
casos donde el signo de las tensiones principales efectivas es diferente, las derivadas 
)( 0≠∂ φσ  y el parámetro φ será calculado como lo indica la Ecuación (A.27) o (A.38) 
en el caso de dos dimensiones. 
En problemas bidimensionales el factor φ se puede calcular sustituyendo en la Ecua-
ción (A.27) las expresiones de las tensiones principales, 
( )2
2
21
2
2
,
2
xy
yyxx
r
r
yyxx
r
yyxx
τ
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σ
σ
σσ
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
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
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=
 (A.37) 
obteniendo: 
σσ σ
σσφ
nn r
yyxx 1
42
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
−=
 (A.38) 
Las derivadas de φ con respecto al tensor de tensiones efectivas φσ∂  indicadas a 
continuación, son el resultado de reemplazar a la Ecuación (A.37) en la Ecuación 
(A.36). 
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 (A.39) 
Cuando las tensiones efectivas tienen signos diferentes, el tensor A depende del ope-
rador constitutivo elástico como lo muestra le Ecuación (A.35).   Por lo tanto, en condi-
ción plana de tensiones, 
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[ ]φνφν
ν σσ
1A ∂−+∂
−
= )1()(
1 2
tr
E
 (A.40) 
y en condición plana de deformaciones, 
[ ]φνφν
νν σσ
1A ∂−+∂
−+
= )21()()21)(1( tr
E
 (A.41) 
En resumen,  para todo estado tensional, el tensor A y la derivada de φ con respecto 
a la tensión efectiva φσ∂  corresponden a: 
0A0
0A0
=→=∂=<∧<
=→=∂=>∧>
φφσσ
φφσσ
σ σ
σ
,1:)00(
,1:)00(
21
21
npara
para
 
:2)00()00( 2121 Denpara >∧<∨<∧> σσσσ   
             →φ (A.38) , →≠∂ 0φσ (A.39) , →≠ 0A (A.40) o (A.41). 
(A.42) 
En la Ecuación (A.34) se observa que el tensor constitutivo tangente pierde su sime-
tría cuando 0A ≠ .   Como se indicó en la ecuación anterior esto ocurre para un estado 
tensional en el cual las tensiones principales efectivas son de signo contrario. 
A.2. Modelo constitutivo unidimensional de plas-
ticidad 
En este apartado se presenta el modelo de plasticidad unidimensional isótropo con en-
durecimiento/ablandamiento descrito en (Simó and Hughes 1998). 
El modelo matemático se describe en el Cuadro A.2, donde se indica la ecuación 
tensión-deformación (σ -ε ), la regla de flujo, la ley de evolución de la variable interna, 
el criterio de plasticidad, la ley de ablandamiento y las condiciones de carga y descarga 
del modelo. 
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)( pE εεσ −=  (ecuación constitutiva) (A.43) 
)(sign σλε =p&  (regla de flujo) (A.44) 
λα =&  (ley de evolución) (A.45) 
)(),( yqf σσασ +−=  (criterio de plasticidad) (A.46) 
α&& Hq =  (ley de ablandamiento) (A.47) 



==
=≥≤
)0(0
0;0;0
ff
ff
&λ
λλ
 
(condiciones de carga-descarga 
y complementariedad) (A.48) 
Cuadro A.2.   Ingredientes de un modelo de plasticidad unidimensional. 
 
En las ecuaciones anteriores, E  y yσ  corresponden al módulo de Young y a la ten-
sión de fluencia del material.   pε  es la deformación plástica, λ  es el multiplicador 
plástico, α  y q  corresponden a la variable interna tipo deformación y tipo tensión, 
),( ασf  es la función de fluencia y 0<H  es el parámetro de ablandamiento. 
La ecuación constitutiva tangente del modelo se escribe como: 
εσ && tgE=  (A.49) 
donde el operador constitutivo tangente es igual a: 




>
+
=
= 0
0
λ
λ
si
HE
EH
siE
Etg  (A.50) 
La Figura A.4 muestra la relación tensión-deformación para el modelo de plasticidad 
unidimensional con ablandamiento. 
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Figura A.4.   Modelo unidimensional de plasticidad con ablandamiento 
 
Anexo B                                              
Teoría de mezclas para materiales 
compuestos 
La teoría o regla de mezclas (Truesdell and Toupin 1960) permite representar el com-
portamiento de un material compuesto a partir de la ley constitutiva y del volumen de 
cada componente, considerando que todo punto de material compuesto está conformado 
por el grupo de materiales componentes.   En esta teoría, la deformación es común en 
cada componente, al mismo tiempo que, la contribución a la tensión del compuesto es 
función de su volumen de participación. 
A continuación se describen las hipótesis básicas de la teoría de mezclas y se obtiene 
la energía libre, el tensor de tensiones y el tensor constitutivo tangente del material 
compuesto (Oller, Oñate et al. 1996; Car 2000; Luccioni and Lopez 2002; Oller 2003). 
B.1. Hipótesis básicas 
La descripción de un punto de material compuesto en el contexto de la mecánica del 
continuo presentado por la teoría de mezclas, se basa en las siguientes hipótesis 
(Truesdell and Toupin 1960): 
• En cada volumen infinitesimal de material compuesto participa el conjunto de 
los materiales constituyentes. 
• Cada componente aporta al comportamiento del material compuesto en propor-
ción con su participación volumétrica. 
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• El volumen ocupado por cada componente es menor que el volumen total del 
compuesto. 
• Todos los materiales componentes tienen la misma deformación. 
De acuerdo a lo anterior, existe una distribución homogénea de todas las sustancias 
en cada punto del compuesto, determinada por el coeficiente de participación volumé-
trica ck  de cada componente, dado como: 
Vd
dVk
c
c
=  (B.1) 
siendo Vd  y cdV  el volumen infinitesimal de material compuesto y de la componente 
c, respectivamente.   Asimismo los coeficientes de participación de un material de cn 
componentes deben garantizar la conservación de la masa mediante la siguiente condi-
ción: 
1
1
=∑
=
cn
c
ck  (B.2) 
La última hipótesis establece una ecuación de compatibilidad de la forma: 
cnc
εεεεε ====== ......
)2()1(
 
(B.3) 
donde ε , cε  y cnε  representan a la deformación del material compuesto, de la compo-
nente c y del n-ésimo componente. 
B.2. Energía libre del material compuesto 
Por otro lado, la energía libre de un material compuesto está dada por la suma de las 
energías libres de cada uno de los materiales componentes, ponderadas de acuerdo a su 
volumen de participación en el compuesto, así (Truesdell and Toupin 1960): 
),(),(
1
cc
cn
c
cck αεαε ∑
=
Ψ=Ψ  (B.4) 
siendo ),( αεΨ  la energía libre por unidad de volumen del material compuesto en fun-
ción del tensor de deformación ε  y el vector de variables internas α .   De igual forma 
),( ccc αεΨ  corresponde a la energía libre por unidad de volumen de la componente c, 
en términos de la deformación cε  y las variables internas cα . 
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La disipación de energía por unidad de volumen en el material compuesto se puede 
expresar de la forma: 
0: ≥Ψ−=Ξ &&εσ  (B.5) 
donde σ  es el tensor de tensiones. 
Siendo αεαε
αε
&&& ⋅Ψ∂+Ψ∂=Ψ )(:)(),( , la Ecuación (B.5) se puede escribir como: 
[ ] 0)(:)( ≥⋅Ψ∂−Ψ∂−=Ξ αεσ
αε
&&
 (B.6) 
Aplicando el método de Coleman a la desigualdad anterior (Lubliner 1990), el ten-
sor de tensiones del material compuesto es igual a: 
∑∑
==
=Ψ∂=Ψ∂=
cn
c
cc
cn
c
cc kk
11
)()( σσ
εε
 (B.7) 
donde cσ  es tensor de tensiones de la componente c. 
B.3. Ecuación constitutiva tangente del material 
compuesto 
La teoría de mezclas facilita la formulación de un modelo constitutivo para el material 
compuesto, en virtud de la compatibilidad del campo de deformaciones entre sus com-
ponentes. 
Se puede escribir una ecuación constitutiva tangente del material compuesto de la 
forma: 
εσ && :tgC=  (B.8) 
donde tgC es el tensor constitutivo tangente del compuesto. 
La tasa de tensiones del material compuesto σ&  se puede obtener derivando la Ecua-
ción (B.7) con respecto al tiempo, así: 
∑
=
=
cn
c
cck
1
σσ &&  (B.9) 
donde cσ&  corresponde a la tasa de tensiones del material componente c. 
164                                                 Anexo B. Teoría de mezclas para materiales compuestos 
 
La ecuación de compatibilidad (B.3), se puede expresar en términos de las tasas de 
deformación de la forma: 
cnc
εεεεε &&&&& ====== ......
)2()1(
 
(B.10) 
donde ε& , cε& y cnε&  representan a la tasa de deformación del material compuesto, del 
componente c y del n-ésimo componente, respectivamente. 
El comportamiento de cada componente se describe mediante una ley particular, de 
tal forma que, la ecuación constitutiva tangente del material componente c se puede 
expresar como: 
cc
tg
c
εσ && :C=  (B.11) 
siendo cε& y ctgC  la tasa de deformación y el operador constitutivo tangente de la compo-
nente c.   De acuerdo con la Ecuación (B.10), la tasa de deformación de la componente c 
y del material compuesto son iguales, es decir, εε && =c . 
Sustituyendo las Ecuaciones (B.8) y (B.11) en la Ecuación (B.9) se tiene: 
∑
=
=
cn
c
cc
tg
c
tg k
1
:: εε && CC  (B.12) 
Dada la Ecuación (B.10) de compatibilidad de las tasas de deformación, el tensor 
constitutivo tangente del material compuesto es igual a: 
∑
=
=
cn
c
c
tg
c
tg k
1
CC  (B.13) 
 
Anexo C                                     
Metodología de discontinuidades 
fuertes de continuo 
En este anexo se resumen los ingredientes básicos de la metodología de discontinuida-
des fuertes de continuo presentada en (Oliver 1996; Oliver 2000; Oliver, Huespe et al. 
2002; Oliver, Huespe et al. 2003; Oliver and Huespe 2004). 
Las principales características de esta aproximación son las siguientes: 
• Utiliza ecuaciones constitutivas continuas no lineales convencionales (tensión – 
deformación),  equipadas con ablandamiento por deformación. 
• Considera una cinemática con discontinuidad fuerte.   En otras palabras, la dis-
continuidad es inducida por la aparición de un salto en el campo del desplaza-
miento y en consecuencia, surgen valores no acotados del campo de la deforma-
ción, en el contexto de la mecánica del continuo. 
• Mediante un razonamiento matemático, denominado análisis de discontinuidad 
fuerte, la aproximación conserva la compatibilidad entre las ecuaciones constitu-
tivas en el continuo y la cinemática de la discontinuidad fuerte. 
Lo anterior demuestra que cada modelo constitutivo continuo induce, de forma con-
sistente, un modelo discreto (tracción – salto).   Esto proporciona un vínculo entre la 
mecánica del continuo y la mecánica no lineal (cohesiva) de la fractura. 
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C.1. Cinemática de la discontinuidad fuerte 
C.1.1. Descripción unidimensional 
Durante el alargamiento axial de una barra de longitud l y área de la sección transversal 
A, se produce una discontinuidad fuerte o salto en el campo del desplazamiento sobre 
una sección transversal S  (Figura C.1(c)).  
En la notación, S/Ω  indica el conjunto de puntos materiales del dominio Ω  que no 
hacen parte de la superficie de S.   Asimismo, +Ω  y −Ω  indican los subdominios de 
S/Ω
 
adelante y atrás de S, respectivamente.   El campo discontinuo de la tasa de des-
plazamientos se puede escribir como: 
[ ][ ] )()(),(),( tuxtxutxu S ⋅+= H  (C.1) 
donde ),( txu  y [ ][ ] )(tu  son funciones suaves y )(xSH  es la función de Heaviside en S 
definida como sSsS xxxxxx ≥=<= para1)(ypara0)( HH . 
El campo de deformaciones compatible con los desplazamientos indicados en la 
Ecuación (C.1) es igual a: 
[ ][ ] )()(),(),(),( tuxtxtxutx Sx δεε +=∂=  , siendo 
[ ][ ] )()(),(),( tuxtxutx xSx ∂⋅+∂= Hε  
(C.2) 
donde )(xSδ  es la derivada generalizada de la delta de Dirac en S. 
El campo del salto de desplazamientos [ ][ ] ),( txu  está definido como:  
[ ][ ]
−+ −=
ss xx
uutu )(  (C.3) 
Derivando las expresiones anteriores, se obtiene la cinemática de la discontinuidad 
fuerte como: 
[ ][ ] [ ][ ]
[ ][ ]



+=
−=⋅+=
−+
)()(),(),(
)(;)()(),(),(
tuxtxtx
uututuxtxutxu
S
xxS ss
&&&
&&&&&&
δεε
H
 (C.4) 
donde ),( txε&  y [ ][ ] )()( tuxS &δ  corresponde a la parte regular (acotada) y singular (no 
acotada) de la tasa de deformación, respectivamente (Figura C.1). 
La delta de Dirac )(xSδ  es tratada de forma aproximada como una función regulari-
zada )(xkSδ , al sustituir a la superficie de discontinuidad S, por una banda de disconti-
nuidad kΩ  de ancho 0≅k , como se indica en la Figura C.1(d).   Por lo tanto, la delta 
de Dirac regularizada se puede expresar de la forma: 
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µµδ  (C.5) 
siendo )(xSµ  es una función de colocación sobre kΩ . 
 
 
Figura C.1.   Cinemática de la discontinuidad fuerte en una dimensión: (a) tasa de desplaza-
miento, (b) tasa de deformación, (c) discontinuidad en la barra y (d) detalle de la zona de dis-
continuidad. 
 
C.1.2. Descripción bi- o tridimensional 
A continuación se presenta la extensión al espacio bi- o tridimensional de la descripción 
cinemática indicada en el apartado anterior. 
Sea un cuerpo Ω que exhibe una discontinuidad fuerte sobre la superficie material  S 
de normal n, la cual divide al cuerpo en los dominios Ω+ (apuntando en dirección n) y 
Ω- como lo muestra la Figura C.2(a).   La cinemática de la discontinuidad fuerte de la 
Ecuación (C.4) se puede extender a (Oliver, Cervera et al. 1999): 
[ ][ ] [ ][ ]
[ ][ ]

⊗+=∇=
−=⋅+=
−+ ∈∈
s
s
s
SSS
ttt
tttt
)(),(),(),(
),(;),()(),(),(
unxεxuxε
uuxuxuxxuxu
xx
&&&&
&&&&&&
δ
H
 (C.6) 
siendo la función de Heaviside igual a: 



Ω∈∀
Ω∈∀
=
+
−
x
x
x
1
0)(SH  (C.7) 
y sδ  la función delta de Dirac resultante del gradiente (en sentido distribuicional) de  
SH , el cual corresponde a nsS δ=∇H . 
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De acuerdo con la Ecuación (C.6) la diferencia entre la tasa deformación dentro y 
fuera de la superficie de discontinuidad S es igual a:  
[ ][ ] [ ][ ]( )ssSS unεεε xx &&&& ⊗=−= −+ ∈∈ δ  (C.8) 
La Figura C.2(c) describe la tasa de desplazamientos y de deformaciones en la su-
perficie de discontinuidad. 
 
 
Figura C.2.   Evolución de la discontinuidad: (a) sólido que exhibe una discontinuidad, (b) 
cinemática de la discontinuidad débil, (c) cinemática de la discontinuidad fuerte. 
 
Para el siguiente análisis matemático es conveniente considerar una versión regula-
rizada de la cinemática dada en la Ecuación (C.6), definiendo una banda de discontinui-
dad hS  de ancho de h, que contiene a la superficie S (Figura C.2(b)).   La delta de Dirac 
se aproxima mediante una función regularizada de la forma: 



Ω∈∀
∈∀
==
→ h
h
h
S
h
Sh
h
S S
S
h /0
1)(;)(1lim)(
0 x
x
xxx µµδ  (C.9) 
donde )(xhSµ  es una función de colocación sobre hS  y hS/Ω 1.   Asimismo, las tasa de 
deformación regularizada se pueden escribir como: 
                                                 
1
 La notación A/B indica el conjunto de todos los puntos materiales de A que no pertenecen a B. 
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[ ][ ] shss ttt )(),(),(),( unxεxuxε &&&& ⊗+=∇= δ  (C.10) 
para la cual, la parte singular [ ][ ] shs )( un &⊗δ  no está acotada cuando 0→h . 
La cinemática anterior introduce el concepto de discontinuidad débil.   En general el 
ancho de banda es diferente de cero de tal forma que el campo de deformaciones per-
manece acotado en términos de un salto aparente [ ][ ]
−+ ∈∈
−= SSt xx uuxu &&& ),(  medido como 
la diferencia entre el campo de desplazamientos a ambos lados de la banda, tal situación 
define a la discontinuidad débil. 
Por lo tanto, la tasa de deformaciones de la discontinuidad débil y fuerte se puede 
presentar como: 
[ ][ ]



Ω∈∀
∈∀
=⊗+=∇=
S
S
h
ttt S
s
S
s
/0
1)(;)(1),(),(),(
x
x
xunxεxuxε µµ &&&&  



→→
≠→
)0(
)0(
hfuerteidaddiscontinu
hdébilidaddiscontinu
 
(C.11) 
En este contexto, el proceso de formación de una discontinuidad fuerte en un punto 
material del cuerpo, puede ser modelado como una discontinuidad débil que degenera 
en una discontinuidad fuerte en un momento dado durante la localización de la defor-
mación (Figura C.2).   En el instante de bifurcación material tB, el campo de las tensio-
nes y deformaciones bifurca de acuerdo con la cinemática presentada en la Ecuación 
(C.11), siendo [ ][ ] 0u ≠& , presentando una banda de localización de ancho hB que indica 
el comienzo de la discontinuidad débil (Figura C.2(b)).   En los siguientes instantes el 
ancho de banda decrece de acuerdo a una ley de evolución propia del material hasta 
alcanzar un valor nulo (para propósitos computacionales un valor k, tan pequeño como 
la precisión de la máquina lo permita), en un pseudo-tiempo SDt  que caracteriza el co-
mienzo de la discontinuidad fuerte. 
A nivel del sólido, se puede observar la evolución de la discontinuidad en los si-
guientes conjuntos de puntos materiales (Figura C.3): 
• Puntos que han alcanzado el comportamiento no lineal (daño, plasticidad, etc), 
pero aún no cumplen el criterio de bifurcación, definidos en una zona continua 
no lineal Y-B. 
• Puntos que han bifurcado y experimentan una cinemática de discontinuidad dé-
bil, dando lugar a un salto en el desplazamiento y a un ancho de banda diferente 
de cero (zona B-SD). 
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• Puntos que han alcanzado el régimen de discontinuidad fuerte donde 0≅= kh , 
como lo ilustra la zona SD-S. 
La zona de proceso de fractura considerada comúnmente en la mecánica no lineal de 
la fractura (Bazant and Oh 1983; Bazant and Planas 1998), corresponde a la región Y-
CL en la cual existen una acción cohesiva en la fisura.   En cambio, la pérdida total de 
cohesión entre las caras de una fisura se presenta en la zona CL-S. 
 
 
Figura C.3.   Zona de proceso de fractura para la aproximación de discontinuidades fuertes. 
 
C.2. Problema de valores de contorno en una dis-
continuidad fuerte 
Las ecuaciones presentadas en el Cuadro C.1 describen el problema de valores de con-
torno (BVP)2 de un sólido Ω que experimenta una discontinuidad fuerte en una superfi-
cie S de normal n (Figura C.2(a)). 
Las ecuaciones (C.12) - (C.15) son las clásicas condiciones de un medio con despla-
zamiento continuo, donde b es el vector de fuerzas de cuerpo, t* es el vector de traccio-
nes prescritas y tν  es la normal al contorno de desplazamientos prescritos uΓ  y de trac-
ciones prescritas σΓ . 
La ecuación (C.16) es una expresión adicional específica para el problema de dis-
continuidad fuerte, en la cual se establece la continuidad del campo de tracciones a tra-
vés de la superficie de fallo S. 
 
 
                                                 
2
 Boundary value problem (BVP). 
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0bσ =+⋅∇ &&     (equilibrio interno en Ω/S) (C.12) 
*tνσ && =⋅ t          (tracciones prescritas en σΓ ) (C.13) 
*uu && =          (desplazamientos prescritos en uΓ ) (C.14) 
0// =⋅−⋅ +− ΩΩ nσnσ SS &&   (continuidad externa de tracciones en S) (C.15) 
0/ =⋅−⋅ +Ω nσnσ SS &&   (continuidad interna de tracciones en S) (C.16) 
Cuadro C.1.   Ecuaciones de equilibrio y condiciones de continuidad de un sólido con 
discontinuidad fuerte. 
 
Es imprescindible obtener valores acotados de la tensión en S, para que se cumpla la 
condición de continuidad interna de tracciones expresada en la Ecuación (C.16).   Por 
esto, la aproximación del continuo con discontinuidades fuertes permite evaluar un 
campo de tensiones acotadas con el mismo modelo constitutivo del continuo, tanto en la 
superficie de discontinuidad S, como fuera de ella, a pesar del carácter no acotado de las 
deformaciones en S. 
C.3. Análisis de bifurcación material 
En un punto material de un sólido Ω  actúa una tasa de tensión uniforme ),( txσ&  que 
induce una tasa de deformación ),( txε&  y de desplazamiento ),( txu& .   Se busca la condi-
ción de existencia de una superficie S con normal n, de discontinuidad de la tasa de de-
formación, indicada en la Figura C.2(a) (Rice 1976; Rice and Rudnicki 1980). 
La ecuación constitutiva tangente del material es de la forma: 
εσ && :tgC=  (C.17) 
donde tgC  corresponde al tensor constitutivo tangente. 
En el contexto de la mecánica del continuo el vector de tracciones es continuo a tra-
vés de la superficie S, es decir, 
[ ][ ] 0// =⋅−⋅=⋅ +− ΩΩ nσnσnσ SS &&&  (C.18) 
Sustituyendo la Ecuación (C.17) en la Ecuación (C.18) se tiene: 
[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] nεnσnσ ⋅=⋅=⋅ &&& :tgC  (C.19) 
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La ecuación de compatibilidad de Maxwell se utiliza para describir la forma general 
de la discontinuidad de un tensor gradiente de segundo orden.   Por tanto el salto en la 
tasa de deformación se puede escribir como: 
 [ ][ ] ( )sSS gnεεε xx ⊗=−= −+ ∈∈ &&&  (C.20) 
donde g es el vector salto de desplazamiento.   Para 0=g  no hay discontinuidad, mien-
tras que 0≠g  es una condición suficiente para que la discontinuidad exista. 
Considerando continuidad en el tensor constitutivo tangente a través de la superficie 
S, es decir, )()( −+ ΩΩ == tgtgtg CCC , se obtiene: 
[ ][ ] [ ][ ] ( ) ngnnεnε ⋅⊗=⋅=⋅ stgtgtg ::: CCC &&  (C.21) 
Dado que tgC  tiene simetría menor, 
( ) ( ) gnnngn ⋅⋅⋅=⋅⊗ tgstg CC :  (C.22) 
Por lo tanto, existe discontinuidad en la tasa de deformaciones cuando: 
( ) 0g0gnn ≠=⋅⋅⋅ ytgC  (C.23) 
y en consecuencia ( )nn ⋅⋅ tgC  representado de forma matricial es singular y g es un au-
tovector de tal matriz. 
El tensor de segundo orden presentado en la ecuación anterior se denomina tensor de 
localización ( )nnnQ ⋅⋅= tgtg t C),( . 
El criterio clásico de bifurcación presentado por Hill (1962) establece que la singula-
ridad del tensor de localización ),( nQ ttg  es una condición suficiente para la presencia 
de la discontinuidad, es decir, 
[ ] [ ] BtgBtg ttparat ==⋅⋅= 0det),(det nnnQ C  (C.24) 
siendo Bt  y n  el instante de bifurcación y la dirección de la banda de localización, res-
pectivamente. 
En modelos de daño isótropo, la curva3 )det()det( QQtg  versus θn presentada en la 
Figura C.4, indica dos valores mínimos iguales que definen dos posibles ángulos de 
bifurcación.   Estos ángulos medidos entre la dirección principal 1 y el vector n, son de 
igual magnitud y sentido contrario, como lo muestra la solución analítica dada por 
(Runesson, Ottosen et al. 1991; Rizzi, Carol et al. 1995) para dos dimensiones y por 
(Chaves 2003; Oliver and Huespe 2004) para tres dimensiones.    
                                                 
3
 El tensor de localización elástico está definido como nnQ ⋅⋅= C . 
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Figura C.4. Análisis de bifurcación en un modelo de daño isótropo. Relación det[Qtg]/ det[Qm]  versus 
dirección de la discontinuidad θ en un estado tensional de tracción axial. Propiedades del hormigón: 
Em= 20.0 GPa, ν = 0.2, Gf=100 N/m σu=2.00 MPa: (a) gráfica completa, (b) acercamiento en los 
mínimos del det[Qtg], (c) estado tensional. 
 
C.4. Análisis de discontinuidad fuerte para mode-
los de daño continuo 
A continuación se aplica la aproximación de discontinuidades fuertes al modelo de daño 
escalar isótropo presentado en el Anexo A.1 (Oliver 2000; Samaniego 2002). 
Para un punto material perteneciente a la superficie de discontinuidad S y en un ins-
tante SDtt > , la tasa de deformación es igual a: 
s
SSSS )]][[( unεε &&& ⊗+= δ  (C.25) 
Al introducir una función delta de Dirac regularizada hsδ , definida como: 
 



Ω∈
∈
== h
h
SS
h
S S
S
h /0
1)(,)(1
x
x
xx µµδ  (C.26) 
tal que s
h
sh δδ =→0lim , la cinemática presentada en la Ecuación (C.25) se puede escribir 
de la forma: 
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s
SSS
h
S h
)]][[(1 unεε &&& ⊗+= µ  (C.27) 
siendo h y )(xSµ , el parámetro de regularización y la función de colocación, respecti-
vamente.   hS  es la banda de discontinuidad que contiene a S, cuyo ancho corresponde 
al parámetro de regularización h. 
El campo de deformaciones en régimen de discontinuidad fuerte se obtiene al inte-
grar en el pseudo tiempo la expresión anterior de la forma, 
s
SSS
t
t
s
SS
t
s
SS
t
SttS
h
dt
h
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h
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SD
SD
SD
)]][[(1
)]][[(1)]][[(1
00
unε
ununεε
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⊗+⊗+= ∫∫∫≥
µ
µµ &&&
 (C.28) 
donde )(]][[)(]][[]][[ SDSSS tt uuu −=∆ . 
El vector de tracciones nσt ⋅= SS  para SDtt ≥ , se calcula a partir de la ecuación 
constitutiva SSSS rq εσ :)( C=  y la Expresión (C.28), así: 
[ ]
443421
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]][[)(1lim
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 (C.29) 
Dado que el tensor nnQ ⋅⋅= C  es definido positivo y que 0]][[ ≠Su  en SDtt > , se 
cumple que SSq ]][[ uQ ∆⋅  es acotada y diferente de cero.   Por lo tanto, para conservar 
acotado el vector tracción es necesario que ( )Sh hr1lim 0→  también lo sea.   Esto se logra 
definiendo una variable interna discreta acotada α  en función de Sr , así: 
αδδ
α
&&
&&
SS
S
S r
r
== ;
11
 (C.30) 
utilizando  de nuevo la delta de Dirac hshs δδ 0lim →= . 
La variable interna Sr  se obtiene de integrar en el tiempo la ecuación anterior, así: 
αδ
αδ
∆+=
+== ∫∫
SSDSS
t
tSSDS
t
SS
trtr
dttrdtrtr
SD
SD
)()(
)()(
0
&&
 (C.31) 
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donde )()( SDtt ααα −=∆ .   Se observa el carácter no acotado Sr  y de su derivada en el 
tiempo Sr& . 
Reemplazando la Expresión (C.30) en la ley de ablandamiento SS rHq && = , se obtie-
ne: 
α&& HqS =  (C.32) 
donde H  se define como el parámetro de ablandamiento discreto, de la forma: 
HH
HH SS
11
; δδ ==  (C.33) 
La variable interna tipo tensión se puede expresar a partir de la forma incremental de 
la Ecuación (C.32), como: 
α∆+= Htqtq SDss )()(  (C.34) 
La ecuación constitutiva discreta presentada a continuación se obtiene sustituyendo 
la variable interna Sr  de la Ecuación (C.31) en la Ecuación (C.29), dado que 
α∆=→ )(lim 0 Sh hr . 
S
S
S
q ]][[ uQt ∆⋅
∆
=
α
 
(C.35) 
Por otro lado, la energía consumida en la formación de la discontinuidad S por uni-
dad de área en régimen de discontinuidad fuerte es igual a: 
[ ][ ] dtG Stt SSD SD ut &⋅= ∫
∞
 (C.36) 
Se considera que SDG  es igual a la energía de fractura por unidad de área del mate-
rial fG . 
Utilizando el criterio de daño dado en las Ecuaciones (A.22) y (A.26) se puede obte-
ner la siguiente relación: 
[ ][ ] α&& SSS q=⋅ ut  (C.37) 
Reemplazando la expresión anterior en la Ecuación (C.36) e integrando, se obtiene 
la energía de fractura a tracción y a compresión por unidad de área: 
HE
G uf 2
)( 2σ
−=  (tracción) (C.38) 
f
c
f GnG
2)(
σ=  (compresión) (C.39) 
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C.5. Análisis de discontinuidad fuerte para mode-
los unidimensionales de plasticidad 
En este apartado se resume la aplicación de la aproximación de discontinuidades fuertes 
a modelos constitutivos de plasticidad unidimensional (Simó, Oliver et al. 1993; Man-
zoli 1998; Oliver, Cervera et al. 1999). 
Para un punto material perteneciente a la superficie de discontinuidad S y en un ins-
tante SDtt > , la tasa de deformación está definida como ( ) pSSS εEε &&& += σ  de acuerdo 
con el modelo de plasticidad o de la forma [ ][ ]SSSS uεε &&& δ+=  como lo indica la cinemá-
tica de discontinuidades fuertes.   Igualando las dos expresiones se tiene: 
( ) [ ][ ]SSSpSSS uεεEε &&&&& δσ +=+=  (C.40) 
Reemplazando la regla de flujo )(sign SpS σλε =&  en la expresión anterior se tiene: 
( )
{
[ ][ ]
321
&&
321
&
singularregularregular
)(sign SSSSS uεE δσλσ +=+  (C.41) 
Dado que la tasa de deformación Sε&  y la tensión Sσ&  son cantidades regulares, el 
problema mantiene sentido físico si: 
[ ][ ]SSS u&δσλ =)(sign  (C.42) 
Se observa el carácter singular del multiplicador plástico continuo λ , por lo cual, se 
define un multiplicador plástico discreto λ , tal que: 
λδλ S=  (C.43) 
y en consecuencia: 
[ ][ ] )(sign SSu σλ &=  (C.44) 
De acuerdo con la ley de evolución en el continuo Sαλ &= , se puede establecer que: 
SSαδα && =  (C.45) 
donde α  es la variable interna discreta. 
Para un instante SDtt >  la variable interna es igual a: 
αδαα
αδααα
∆+=
+== ∫∫
SSDSS
t
tSSDS
t
SS
tt
dttdtt
SD
SD
)()(
)()(
0
&&
 (C.46) 
donde )()( SDtt ααα −=∆ . 
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Reemplazando la expresión (C.45) en la ley de ablandamiento fSffS Hq α&& = , se ob-
tiene: 
α&& HqS =  (C.47) 
donde H  se define como el parámetro de ablandamiento discreto, 
HH
HH SS
11
; δδ ==  (C.48) 
La variable interna tipo tensión se puede expresar a partir de la forma incremental de 
la Ecuación (C.32), como: 
α∆+= Htqtq SDss )()(  (C.49) 
Derivando la función de fluencia ),( ασf  en el tiempo (Ecuación (A.46)) y aplican-
do el criterio de plasticidad, se obtiene la tasa de tensiones en la discontinuidad como : 
)(sign SSS q σσ && =  (C.50) 
Sustituyendo la Ecuación (C.44) y (C.47) en la expresión anterior se tiene: 
[ ][ ] SS Hu σ&&
1
=  (C.51) 
La energía de fractura por unidad de área en modelos de plasticidad unidimensional 
se puede evaluar como: 
[ ][ ] dtG Stt Sf SD u&⋅= ∫
∞
σ  (C.52) 
Reemplazando la Ecuación (C.51) en la ecuación anterior y evaluando la integral en 
el tiempo se tiene: 
H
G yf 2
)( 2σ
−=  (C.53) 
 

Anexo D                                   
Trazado de líneas de discontinuidad 
El análisis de bifurcación material proporciona la información necesaria para establecer 
la aparición y dirección de una discontinuidad en un punto material en función del esta-
do tensional y de las variables internas del modelo constitutivo que lo gobierna.   Sin 
embargo, en la implementación numérica, la posición geométrica de la discontinuidad 
en el interior de un elemento finito no esta definida.   Por lo tanto, es necesario un algo-
ritmo que establezca la ubicación de la discontinuidad en cada elemento tal que conser-
ve la continuidad de la línea de discontinuidad en el sólido. 
A continuación se describe la estrategia presentada en (Samaniego 2002; Oliver and 
Huespe 2004), para trazar las líneas de discontinuidad en el sólido en el contexto del 
método de los elementos finitos. 
D.1. Generalidades 
La superficie de discontinuidad S divide a un cuerpo Ω  en los dominios +Ω  y −Ω  de 
acuerdo con la dirección positiva del vector normal n, como se muestra en la Figura 
D.1(a).   Tal cuerpo se puede discretizar con elementos finitos triangulares lineales, cu-
yo dominio eΩ  está divido en los dominios 
+Ωe  y 
−Ωe , por una línea de discontinuidad 
de ubicación desconocida en el interior del elemento (Figura D.1(b)). 
Si en un punto material x del dominio +Ω  está ubicado un nodo i de la malla que 
pertenece a los elementos e y e’, cruzados por la misma línea de discontinuidad, tal nu-
do debe hacer parte de los dominios +Ωe  y 
+Ω
'e .    Una trayectoria continua de la línea de 
discontinuidad a través de los elementos asegura está condición (Figura D.1). 
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Figura D.1.   Trazado de las líneas de discontinuidad: (a) línea de discontinuidad en el sólido, 
(b) posición aleatoria de la línea de discontinuidad en el interior de dos elementos finitos, (c) 
alineación entre las trayectorias de discontinuidad de dos elementos finitos. 
 
D.2. Estrategia local 
En la estrategia local, la alineación se realiza explícitamente entre un elemento y su 
elemento vecino que también hace parte de la misma discontinuidad.   A continuación 
se indica este procedimiento: 
• Inicialmente se fija, de forma arbitraria, la posición de la discontinuidad en el 
primer elemento que cumpla con el criterio de bifurcación, obteniendo un punto 
de salida de la discontinuidad en este elemento o de entrada en el elemento veci-
no. 
• Para el siguiente elemento vecino, la línea de discontinuidad se traza a partir la 
dirección y el punto de entrada de la misma en el elemento (dado por el elemen-
to anterior). 
Cuando se considera una sola trayectoria este algoritmo es simple y robusto, sin em-
bargo, cuando el número de posibles discontinuidades aumenta esta estrategia puede ser 
poco robusta. 
En estructuras de hormigón armado es común trabajar con múltiples trayectorias de 
fisura, lo cual hace más apropiada un estrategia global de trazado de discontinuidades. 
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D.3. Estrategia global 
D.3.1. Consideraciones generales 
En esta estrategia presentada en (Samaniego 2002; Oliver and Huespe 2004; Oliver, 
Huespe et al. 2004), se trazan todas las posibles líneas de discontinuidad iS , como 
miembros de la familia de curvas de nivel de un campo escalar )(xθ  que coinciden con 
las envolventes del campo vectorial ),( txT , el cual es ortogonal a n y define la direc-
ción de propagación de la discontinuidad en el sólido (Figura D.2(a)).   Por lo tanto: 
{ })()(; iSiS θθ =Ω∈= xx  (D.1) 
donde )(iSθ  es una constante que actúa como etiqueta de la posible línea de discontinui-
dad iS . 
El algoritmo de trazado de una línea iS  a nivel elemental en un instante t es el si-
guiente: 
• La etiqueta )(iSθ  se fija como un valor arbitrario de θ  en el interior del elemento 
raíz, como por ejemplo el promedio entre los valores en los nudos, 
))(31( 321)( θθθθ ++=iS . 
• Dado el valor de la envolvente de ),( txT  en los tres nudos del elemento 
321 ,, θθθ  y la etiqueta )(iSθ , se calcula la posición de la posible línea de disconti-
nuidad iS  por interpolación lineal en los lados del elemento, como lo indica la 
Figura D.2(b). 
Para determinar un elemento raíz en un instante t, se tiene que verificar que éste no 
ha sido cruzado por la línea de discontinuidad de otro elemento raíz, esto requiere el 
concepto de línea de discontinuidad activa.   Una posible línea de discontinuidad iS  es 
activa si cruza por lo menos un elemento que cumpla el criterio de bifurcación.   Por lo 
tanto, cuando un elemento bifurca pueden presentarse dos situaciones: 
• Si el elemento es cruzado por una línea activa iS , se calcula su posición en el in-
terior del elemento por interpolación lineal de θ  en los lados del elemento, co-
mo se indicó anteriormente. 
• En caso contrario, el elemento se considera un elemento raíz y la posible línea 
de discontinuidad que pasa por su centroide, se hace activa. 
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Figura D.2.   Estrategia global del trazado de las líneas de discontinuidad: (a) envolventes de 
la dirección de propagación de la discontinuidad en el sólido, (b) ubicación de una posible 
línea de discontinuidad en el interior de un elemento finito. 
 
D.3.2. Envolvente del campo vectorial de propagación 
A continuación se presenta un procedimiento para calcular las envolventes del campo 
vectorial ),( txT  que define la dirección de propagación de las posibles discontinuida-
des, en un dominio bidimensional Ω  (Samaniego 2002; Oliver and Huespe 2004; Oli-
ver, Huespe et al. 2004). 
Siendo )(xθ  la envolvente del vector ),( txT , se puede establecer que: 
0=⋅∇=∇⋅=∂ TTT θθθ  (D.2) 
donde θT∂  corresponde a la derivada direccional de θ con respecto a T. 
D.3.2.1. Analogía con el problema de transferencia de calor 
Las curvas envolventes de la dirección de propagación se pueden calcular de la misma 
forma  como se obtienen las temperaturas en un problema de transferencia de calor. 
Multiplicando por T la Ecuación (D.2), se obtiene: 
0)( =∇⋅⊗=∂ θθ TTT T   (D.3) 
Además, se define al pseudo tensor de conductividad térmica: 
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)( TTK ⊗=T  (D.4) 
de tal modo que:  
θ∇⋅−= TT Kq  (D.5) 
Se puede considerar la analogía con un problema de conductividad térmica sin fuen-
tes internas de calor y flujo de calor entrante nulo )en0( qtT Γ=⋅ vq , expresado co-
mo un problema de contorno de la forma: 
Se busca el campo escalar )(xθ  tal que se verifica: 







Γ=
Γ∂⋅=⋅
Ω∂⋅−=∇⋅−=
Ω=⋅∇
∗
θθθ
θ
θθ
en
en)(
en
en0
qttT
TT
T
T
T
vTvq
TKq
q
 (D.6) 
Por lo tanto, θ  juega el papel del campo de temperaturas, Tq  es el vector de flujo y 
TK  es el tensor anisótropo de conductividad térmica que varia punto a punto y se puede 
representar matricialmente como: 






=⊗= 2
2
])([][
yyx
yxx
T TTT
TTT
TTK  (D.7) 
Nótese que )()( TKTK −= TT .   En consecuencia la solución del problema está afec-
tada por la dirección del vector T, pero es independiente de su sentido. 
D.3.3. Implementación en el método de los elementos finitos 
La forma débil y discreta del problema continuo presentado en la Ecuación (D.6), apli-
cada a una discretización del dominio Ω  con e elementos finitos y n nudos, se puede 
expresar como: 
Se busca: 
][][)(
1
θTi
n
i
iN Nx ==∑
=
θθ   



=
=
T
n
T
nNN
],...,[][
],...,[][
1
1
θθθ
N
 
(D.8) 
tal que: 
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∗
Γ
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T
i
T
][][][][
]0[]][[
NKND
D
θθ
θ
θ
 (D.9) 
siendo Ni las funciones de forma convencionales y ][ TD  la matriz de rigidez resultante. 
La Ecuación (D.9) define un problema análogo a uno térmico, que ha sido resuelto 
al comienzo de cada paso de pseudo-tiempo del problema mecánico original, el cual 
proporciona la posición de las trayectorias de discontinuidad en el interior de cada ele-
mento finito de acuerdo con el algoritmo presentado en el apartado D.3. 
 
Anexo E                                         
Esquema de integración       
implícito-explícito 
En este anexo se describe el esquema de integración para modelos constitutivos implíci-
to-explícito propuesto por Oliver y colaboradores en recientes trabajos (Oliver, Huespe 
et al. 2004; Oliver, Huespe et al. 2006).   Asimismo, se demuestra su aplicación a un 
modelo de daño con compresión y tracción diferenciada presentado en (Oliver, Cervera 
et al. 1990) y a un modelo unidimensional de plasticidad descrito en (Simó and Hughes 
1998). 
El esquema de integración implícito-explícito del modelo constitutivo es un algorit-
mo numéricamente estable capaz de representar, de forma robusta, la respuesta inestable 
dada por el ablandamiento del material. 
E.1. Esquema de integración para un modelo de 
daño tracción y compresión diferenciado 
E.1.1. Esquema de integración implícito. Operador algorítmico 
tangente consistente. 
La integración implícita de las ecuaciones que describen al modelo de daño presentado 
en el Cuadro A.1, permite obtener, para el instante 1+nt , el tensor de tensiones 1+nσ  y las 
variables internas tipo deformación 1+nr  y tensión 1+nq , en función del tensor de defor-
maciones actual 1+nε , así: 
 
186                                              Anexo E. Esquema de integración implícito-explícito
 
Dado 1+nε , determinar:    
11 : ++ = nn εCσ  (tensor de tensiones efectivas) (E.1) 
1
1
111 :)(:)( +−+++ = nnnn σσ Cφτ ε ε  (norma de deformaciones) (E.2) 
σσσ
σ
φ
nn
i
ni
i
ni
n
1113
1
1
3
1
1
1 +


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

−=
∑
∑
=
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=
+
+  (factor asociado al estado tensional) (E.3) 
( ))(,max)( 1][0,11 1n +∈++ +== ntttnn rrr εε ετ  (variable interna tipo deformación) (E.4) 
)()( 111 nnnnnn rrHqqq −+== +++ ε  (variable interna tipo tensión) (E.5) 
1
1
1
11 :)( +
+
+
++ == n
n
n
nn
r
q
εεσσ C  (tensor de tensiones) (E.6) 
Cuadro E.1.   Integración implícita del modelo de daño tracción y compresión diferenciado.  
 
Se define el operador algorítmico tangente consistente )( 1
con
n+C , como: 
1
1)(
1
+
+
+ ∂
∂
=
n
ncon
n
ε
σ
C  (E.7) 
Por lo tanto, si se deriva la Ecuación (E.6) con respecto al tensor de la deformación 
1+nε , se obtiene un operador 
)(
1
con
n+C  para estados elásticos y de descarga igual a: 
1
1
1)(
1 +
+
+
+ = n
n
ncon
n
r
q
CC  (E.8) 
y para carga inelástica, 
( ) ( )




 ⊗+⊗−−= +++++
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+
+ 11
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1 nnnnn
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n
nnn
n
n
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n
r
r
rHq
r
q
σσσ φφ ACC  (E.9) 
Para problemas bidimensionales, el escalar )( 11 ++ = nn σφφ  y del tensor 
)( 11 ++ = nn σAA  están definidos por las Ecuaciones (A.35)-(A.41). 
El segundo término de la Ecuación (E.9) demuestra el carácter definido negativo del 
operador algorítmico tangente consistente. 
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E.1.2. Esquema de integración implícito-explícito. Operador 
algorítmico tangente efectivo. 
A continuación se describe el procedimiento implícito-explícito en cada paso de pseudo-
tiempo 1+nt . 
Con un esquema implícito se obtienen las variables implícitas del problema 
)(),(),( 111111 ++++++ nnnnnn qr εσεε  en función de la deformación actual 1+nε , como se indica 
en las Ecuaciones (E.4) a (E.6). 
En el mismo instante 1+nt , se extrapola de forma explícita lineal la variable interna, 
en función de las variables internas implícitas nr  y 1−nr  calculadas en los instantes nt  y 
1−nt  (Figura E.1(a)), así: 
nnnnnnnnn
n
n
n
nnnnn
ttttttrrr
t
t
r
rtrrr
−=∆−=∆−=∆
∆
∆
∆
+=∆+=
++−−
+++
1111
111
;;
~ &
 (E.10) 
De acuerdo con la ecuación anterior 1~ +nr  constituye una predicción del valor de la 
variable interna en n+1, que puede ser calculado al final del paso n, aprovechando su 
independencia con relación a la deformación actual 1+nε . 
El error producido por la extrapolación se puede controlar reduciendo el tamaño del 
paso de carga o incrementando el orden de la función de extrapolación. 
La variable interna explícita tipo tensión 1~ +nq  y el tensor de tensión explícita 1~ +nσ  en 
el instante 1+nt  corresponden a: 
0~;)~(~ 111 ≥−+= +++ nnnnnn qrrHqq  (E.11) 
1
1
1
1 :~
~
~
+
+
+
+ = n
n
n
n
r
q
εσ C  (E.12) 
En la ecuación anterior se observa que tanto 1~ +nq  como 1~ +nr  son independientes de la 
deformación actual 1+nε , de tal forma que la tensión explícita 1~ +nσ  depende linealmente 
de 1+nε . 
Por otro lado, se define al operador algorítmico tangente efectivo )( 1efen+C  como: 
1
1)(
1
~
+
+
+ ∂
∂
=
n
nefe
n
ε
σ
C  (E.13) 
De acuerdo con la expresión anterior, derivando la Ecuación (E.12) en función de la 
deformación actual 1+nε  se obtiene un tensor 
)(
1
efe
n+C  constante con respecto a las varia-
bles implícitas del instante 1+nt , de la forma: 
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Dado el carácter positivo de 11 ~,~ ++ nn qr  y C  se puede concluir que el operador algo-
rítmico tangente efectivo es definido positivo para cualquier instante 1+nt  (Figura E.1 
(b)). 
 
 
Figura E.1. Esquema de integración implícito-explícito en modelos de daño: (a) extrapolación 
de la variable interna tipo deformación, (b) fases de predicción/corrección de la tensión. 
 
E.2. Esquema de integración para un modelo de 
plasticidad unidimensional 
E.2.1. Esquema de integración implícito. Operador algorítmico 
tangente consistente. 
La integración implícita de las ecuaciones que describen al modelo de plasticidad uni-
dimensional, es el resultado de la aplicación de un esquema discretización temporal tipo 
Euler-backward estándar sobre dichas ecuaciones.   Como se presenta en el Cuadro A.2, 
para un instante 1+nt , se obtiene la tensión 1+nσ  y las variables internas tipo deformación 
1+nα  y tipo tensión 1+nq , en términos de la deformación 1+nε . 
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Dado 1+nε , determinar:   



−=−=∆
=≥=
+++
=
nnnnn
t
εε ααααα
αλα
111
0
)()(
0;0&
 (variable interna tipo deformación) (E.15) 
111 )( +++ ∆+== nnnnn Hqqq αε  (variable interna tipo tensión) (E.16) 
)(sign)( 1111 ++++ ∆−−+= nnnnnn EεεE σασσ  (tensión)   (E.17) 
Cuadro E.2.   Integración implícita del modelo de daño tracción y compresión diferenciado.  
 
El operador algorítmico tangente consistente del modelo de plasticidad unidimen-
sional )( 1
con
nE +  está definido como: 
1
1)(
1
+
+
+ ∂
∂
=
n
ncon
nE ε
σ
 (E.18) 
Sustituyendo la Ecuación (E.17) en la expresión anterior se obtiene un operador 
)(
1
con
nE +  para estados carga elástica y descarga igual a: 
EE conn =+
)(
1  (E.19) 
y para carga inelástica, 
HE
EHE conn +
=+
)(
1  (E.20) 
donde E  es el módulo de Young.   Dado que el módulo de ablandamiento 0≤H , el  
operador algorítmico tangente consistente en régimen inelástico es definido negativo. 
E.2.2. Esquema de integración implícito-explícito. Operador 
algorítmico tangente efectivo. 
Mediante un procedimiento similar al presentado para modelos de daño, el esquema de 
integración implícito-explícito se aplica a modelos de plasticidad unidimensional. 
En un instante 1+nt , se obtiene de forma implícita )(),(),( 111111 ++++++ nnnnnn εσεqεα  con 
las Ecuaciones (E.15) a (E.17). 
De la extrapolación lineal explícita de la variable interna, en función de las variables 
implícitas nα  y 1−nα  se obtiene: 
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siendo nnnnnnnnn tttttt −=∆−=∆−=∆ ++−− 1111 ;;ααα . 
La variable interna explícita tipo tensión 1~ +nq  y el tensor de tensión explícita 1~ +nσ  en 
el instante 1+nt  corresponden a: 
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donde nnn ααα −=∆ ++ 11 ~~ . 
En condición de carga inelástica, la función de fluencia en términos de las variables 
explícitas se puede escribir de la forma: 
)~(~0)~(~)~,~( 111111 ++++++ +=→=+−= nynnynnn qqqf σσσσσ  (E.24) 
Sustituyendo la Ecuación (E.24) en la Expresión (E.23), y despejando 1~ +nσ  se tiene: 
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(E.25) 
Se define al operador algorítmico tangente efectivo del modelo de plasticidad uni-
dimensional )( 1
efe
nE +  como: 
1
1)(
1
~
+
+
+ ∂
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n
nefe
n
ε
σ
E  (E.26) 
Derivando la Expresión (E.25) como lo indica la ecuación anterior, se obtiene que, 
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E
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(E.27) 
siendo )( 1
efe
nE +  constante con respecto a las variables implícitas del instante 1+nt , y mayor 
que cero en virtud del carácter positivo de 1~ +∆ nα , 1~ +nq , yσ  y E . 
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La Figura E.2 describe la extrapolación de las variables internas y la predicción de la 
tensión en el esquema de integración implícito-explicito, aplicado específicamente a un 
modelo constitutivo de plasticidad unidimensional. 
 
 
Figura E.2. Esquema de integración implícito-explícito en modelos de plasticidad unidimen-
sional: (a) extrapolación de la variable interna tipo deformación, (b) fases de predic-
ción/corrección de la tensión. 
 

Anexo F                                               
Notación 
F.1. Notación de Voigt en dos dimensiones 
En la implementación de los modelos constitutivos en el método de los elementos fini-
tos se utiliza con frecuencia la notación de Voigt, la cual permite escribir los tensores de 
segundo orden simétricos como vectores columna y los tensores de cuarto orden como 
matrices cuadradas. 
Un tensor de segundo orden que representa el campo de las tensiones en problemas 
bidimensionales se pueden representar como un vector columna de la forma: 
{ }
43421
44 344 21
Voigt
xy
yy
xx
tensor
yyxy
xyxx










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

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

=
τ
σ
σ
στ
τσ
σσ  (F.1) 
En el caso del tensor de deformaciones, se construye un vector columna de misma 
forma, sin embargo, es necesario multiplicar por dos la deformación angular, para que la 
energía de deformación calculada de forma tensorial y matricial sea la misma. 
{ }
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44 344 21
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
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
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
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ε
ε
ε
εε
εε
2
εε  (F.2) 
El operador constitutivo es un tensor de cuarto orden que relaciona a los tensores de 
tensión y de deformación, de la forma: 
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εσ :C=  (F.3) 
Tal relación constitutiva se puede escribir en notación de Voigt como: 
{ } [ ]{ }εσ C=  (F.4) 
es decir, 
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 (F.5) 
En consecuencia, se obtiene un operador constitutivo representado por una matriz 
cuadrada de la forma: 
[ ]
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

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=
xyxyxyyyxyxx
yyxyyyyyyyxx
xxxyxxyyxxxx
CCC
CCC
CCC
C  (F.6) 
F.2. Funciones especiales 
En el siguiente cuadro se indican las funciones utilizadas en la formulación. 
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)()(0)(δ  (función delta de Dirac) (F.11) 
Cuadro F.1. Ingredientes de un modelo de daño isótropo escalar que describe el compor-
tamiento de la matriz. 
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